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RESUMEN

Un nuevo algoritmo se presenta para la estimaci�on de la polarizaci�on de un magnet�ometro

previo a todo conocimiento de la actitud del sat�elite. El comportamiento del nuevo algoritmo

es muy superior a los previos y presenta tambi�en una estimaci�on donde los otros m�etodos

dejan de hacerlo.

INTRODUCCION

Debido al frecuente uso de los magnet�ometros en el sistema de control de la actitud de

sat�elites, ya sea como sensor de la actitud o como parte del sistema de comando de los

actuadores magn�eticos, es imperativo que una correcta estimaci�on de la polarizaci�on (ingl�es:

bias) del magnet�ometro sea determinada en el comienzo de la misi�on, previo al conocimiento

de la actitud del sat�elite. Los m�etodos actuales utilizados en la determinaci�on de la polarizaci�on

del magnet�ometro sin el conocimiento de la actitud [ 1�3 ] sufren todos de importantes defectos,
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como un tratamiento incorrecto de los errores de medici �on o problemas de la convergencia del

m�etodo num�erico iterativo.

Un nuevo algoritmo se propone para determinar el vector de polarizaci �on del magnet�ometro

sin el conocimiento de la actitud. Este algoritmo se distingue por el hecho de tratar correcta-

mente el comportamiento estad��stico de las mediciones y de reducir los datos en dos estad��sticos

su�cientes, uno vectorial y otro escalar, para lograr un m�etodo e�ciente desde el punto de

vista computacional. Adem�as, este estad��stico su�ciente vectoreal es un estimador consistente

del vector de polarizaci�on, y en consecuencia en la mayor��a de los casos provee una adecuada

estimaci�on.

Se asume que las lecturas del magnet�ometro en la terna del instrumento pueden ser escritas

como

Bk = AkHk + bbb + εεεk , k = 1, . . . , N , (1)

donde Bk es el campo magn�etico sensado (m�as exactamente: la inducci�on magn�etica) en el

tiempo tk; Hk es el valor correspondiente del campo geomagn�etico expresado en el sistema

de coordenadas �jo en la Tierra ; Ak es la actitud del magnet�ometro con respecto al anterior

sistema de coordenadas ; la variable bbb es el vector de polarizaci�on del magnet�ometro ; y εεεk es

el ruido de medici�on. Este ruido de medici�on, que incluye tanto los errores del sensor y del

modelo del campo geomagn�etico, se asume en general como blanco y Gaussiano. A partir de

la ecuaci�on (1), es posible de�nir las mediciones efectivas y el ruido de medici �on efectivo seg�un

zk ≡ |Bk|
2 − |Hk|

2 , (2a)

vk ≡ 2(Bk − bbb) · εεεk − |εεεk|
2 . (2b)

Entonces,

zk = 2 Bk · bbb − |bbb|
2 + vk , k = 1, . . . , N , (3)

y vk es aproximadamente Gaussiano y blanco con variancia σ2
k.

El estimador de m�axima verosimilitud [ 4 ] de bbb minimiza la siguiente funci�on de costo

J (bbb) =
1
2

N
∑

k=1

[

1

σ2
k

(zk − 2 Bk · bbb + |bbb|2 − µk)2 + log σ2
k + log 2π

]

, (4)

que es la funci�on logaritmo negativo de verosimilitud de bbb dada las mediciones. Debido a que

�esta funci�on es cu�artica en el vector de polarizaci�on del magnet�ometro, la minimizaci�on no

puede lograrse en forma anal��tica, y a menos que un buen valor inicial sea conocido, el proceso

iterativo no conduce al m��nimo global.

EL ALGORITMO

Para evitar la optimizaci�on no lineal se de�ne las siguientes variables centradas

z ≡ σ2
N
∑

k=1

1

σ2
k

zk , B ≡ σ2
N
∑

k=1

1

σ2
k

Bk , v ≡ σ2
N
∑

k=1

1

σ2
k

vk , µ ≡ σ2
N
∑

k=1

1

σ2
k

µk , (5)
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donde

1

σ2
≡

N
∑

k=1

1

σ2
k

. (6)

En consecuencia,

z = 2 B · bbb − |bbb|2 + v . (7)

La de�nici�on ahora de

z̃k ≡ zk − z , ˜Bk ≡ Bk − B , ṽk ≡ vk − v , µ̃k ≡ µk − µ , (8)

conduce a

z̃k = 2 ˜Bk · bbb + ṽk , k = 1, . . . , N . (9)

Las mediciones efectivas z̃k son lineales en el vector de polarizaci�on del magnet�ometro, sin

embargo no son independientes,
N
∑

k=1

z̃k = 0 , (10)

y son correladas. En consecuencia no se puede escribir una funci �on logaritmo negativo de

verosimilitud en t�erminos de las variables z̃k, k = 1, . . . , N , en forma an�aloga a la ecuaci�on (4).

Sin embargo en un trabajo anterior, Gambhir [ 2 ] propuso una funci �on (incorrecta) de costo

como tal (sin los factores de peso estad��sticamente adecuados). Aunque �esta funci�on de costo

conduce a un estimador insesgado, es dif��cil asociar l��mites de con�anza a las estimaciones

resultantes, y el algoritmo no ofrece medios para determinar la p�erdida de precisi�on debida a

los datos descartados.

Un estimador formulado correctamente (pero basado solamente sobre las mediciones {z̃1, . . . ,
z̃N−1}) milagrosamente conduce a una funci�on de costo muy similar a aqu�ella de la ecuaci�on (4)

y conduce al siguiente estimador �optimo

˜bbb
∗
= ˜Pbb

N
∑

k=1

1

σ2
k

(z̃k − µ̃k) 2˜Bk , (11)

donde la covariancia de los errores de estimaci�on del estimador centrado es dada por

˜Pbb =

[

N
∑

k=1

1

σ2
k

4 ˜Bk
˜BT
k

]−1

. (12)

Este estimador, que llamamos la aproximaci�on del centrado (ingl�es: centering approximation), es

insesgado y consistente.

La aproximaci�on del centrado substituye esencialmente un conjunto de mediciones {z1, . . . , zN}
por un conjunto equivalente de mediciones efectivas {z̃1, . . . , z̃N−1, z}. Se puede demostrar

rigurosamente que ˜bbb
∗
es un estad��stico su�ciente del conjunto de mediciones {z̃1, . . . , z̃N−1}. En

consecuencia el conjunto {˜bbb
∗
, z} es un estad��stico su�ciente del conjunto total de mediciones.
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Adem�as, se puede demostrar que ˜bbb
∗
y zno son correlados. Entonces, la funci�on de costo dada

por la ecuaci�on (4) se puede reescribir como

J (bbb) =
1
2

(˜bbb
∗
− bbb)T ˜P−1

bb (˜bbb
∗
− bbb) +

1

2 σ2
(z − 2 B · bbb + |bbb|2 − µ)2

+ t�erminos independientes de bbb . (13)

La dependencia cu�artica es ahora reducida a un �unico t�ermino cuyo peso estad��stico ser�a

peque�no si la distribuci�on de las mediciones del campo magn�etico es isotr�opica. No obstante,

si los datos no son isotr�opicos, este t�ermino puede ser tan importante como la contribuci�on del

total de los datos centrados. La importancia del t�ermino cu�artico, que llamamos la correcci�on del

centro (ingl�es: center correction), puede ser estimada antes de la minimizaci�on de la ecuaci�on (13)

por la contribuci�on de la segunda parte de J (bbb) a la matriz de informaci�on de Fisher Fbb.

El algoritmo anterior fue extendido para la estimaci�on de factores de escala y correcciones

por no ortogonalidad. Estas extenciones ser�an presentadas en un trabajo posterior junto a

comparaciones m�as detalladas con otros m�etodos.

RESULTADOS NUMERICOS

La ventaja del nuevo m�etodo puede ser visualizada en los siguientes casos. Se considera un

sat�elite en una �orbita circular con una altitud de 560 km y con una inclinaci�on de 38 grados.

Estos son los par�ametros orbitales del sat�elite SAC-B. Se supone que el sat�elite sea estabilizado

inercialmente en tres ejes y adquiera datos del magnet�ometro cada 10 segundos. Se supone,

adem�as, que el error del magnet�ometro sea de 2. mG en cada eje. Para una polarizaci�on

peque�na igual a (10., 20., 30.) mG hemos usado el antiguo m�etodo, esto es el m�etodo de

Gauss�Newton aplicado a la funci�on cu�artica del costo (la ecuaci�on (4)), con un valor inicial de

(0., 0., , 0.) mG y la aproximaci�on del centrado seguida del m�etodo de Gauss�Newton aplicado

a la correcci�on del centro (la ecuaci�on (13)). En el nuevo m�etodo propuesto aqu��, la primera

iteraci�on es simplemente la aproximaci�on del centrado. Las iteraciones sucesivas son de la

funci�on completa de costo (la ecuaci�on (13)). Los resultados para dos �orbitas completas de

datos se presentan en la Tabla 1. Los intervalos de error de 1σ de las estimadas �nales son de

(±.13, ±.19, ±.12) mG.

Tabla 1. Comparaci�on de las Estimaciones (en mG) con la Funci�on Cu�artica de Costo (la

ecuaci�on (4)) y con la Aproximaci�on del Centrado Seguida de la Correcci�on del Centro (Nuevo

M�etodo). La polarizaci�on real es de (10., 20., 30.) mG.

Iteraci�on Antiguo M�etodo Nuevo M�etodo

1 [ 10.08, 19.27, 33.04 ] [ 9.82, 20.08, 29.05 ]
2 [ 9.84, 20.18, 29.91 ] [ 9.90, 19.83, 29.94 ]
3 [ 9.84, 20.19, 29.89 ] [ 9.90, 19.83, 29.93 ]
4 [ 9.84, 20.19, 29.89 ] [ 9.90, 19.83, 29.93 ]

Los dos m�etodos tienen resultados casi id�enticos en este caso y la convergencia es igualmente

r�apida. Diferencias en los dos resultados son debidas al redondeo computacional. Consideramos,
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tambi�en, el caso donde la polarizaci�on es grande respecto al campo magn�etico ambiente, decimos

(100., 200., 300.) mG. En este caso, se obtienen los resultados presentados en la Tabla 2. Los

intervalos de error de 1σ del nuevo m�etodo son de (±.12, ±.10, ±.12) mG.

En este caso el antiguo algoritmo ya no converge al m��nimo real de la funci�on del costo sino

que lo hace a un m��nimo local que est�a m�as cerca al valor inicial de la recursi�on Gauss�Newton.

El nuevo m�etodo funciona bien. La aproximaci�on del centrado sin correcci�on es ciertamente

�util para todas las aplicaciones excepto donde se requiere una muy alta precisi �on. Debido a que

la aproximaci�on del centrado es muy cercana al m��nimo global, una �unica iteraci�on es su�ciente

para obtener la convergencia. Es claro que el estimador del nuevo m�etodo es consistente con

el valor real dentro de los intervalos de con�anza (1σ) computados.

Tabla 2. Comparaci�on de las Estimaciones (in mG) del Antiguo M�etodo y del Nuevo M�etodo.

El valor real de la polarizaci�on es de (100., 200., 300.) mG.

Iteraci�on Antiguo M�etodo Nuevo M�etodo

1 [ 107.62, 259.77, 2.85 ] [ 99.82, 200.63, 298.02 ]
2 [ 51.51, 398.62, −368.88 ] [ 99.97, 200.11, 299.81 ]
3 [ 70.35, 358.17, −196.33 ] [ 99.97, 200.11, 299.81 ]
4 [ 72.13, 340.88, −145.65 ] . . .
5 [ 71.78, 338.71, −140.60 ] . . .
6 [ 71.70, 338.64, −140.62 ] . . .
7 [ 71.70, 338.64, −140.62 ] . . .

El nuevo algoritmo evita la pobre convergencia del m�etodo de Thompson et al. [ 2 ] y la

aproximaci�on no justi�cada de Davenport [ 3 ]. A diferencia del m�etodo de Davenport el nuevo

m�etodo es consistente en cada etapa. La aproximaci�on del centrado aqu�� es muy similar a la

aproximaci�on del centrado usada por Gambhir [ 1 ]. Sin embargo, el algoritmo de Gambhir no

trata las estad��sticas correctamente y tampoco no presenta el medio para computar la correcci �on

debida a los datos descartados sin computar la funci�on de costo completa.

El algoritmo presentado aqu�� ha sido extendido para incluir tambi�en la estimaci�on de los

factores de escala y de las correcciones por no ortogonalidad del magnet �ometro. Un trabajo

posterior incluir�a estos estudios y tambi�en comparaciones num�ericas m�as detalladas con los

otros m�etodos.

CONCLUSIONES

Un nuevo m�etodo e�ciente fue presentado para la estimaci�on de la polarizaci�on de mag-

net�ometros en �orbita previo a la informaci�on de actitud. Este m�etodo tiene un comportamiento

muy superior a los m�etodos previos y presenta una estimaci�on precisa en los casos donde los

otros m�etodos no lo hacen.
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