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CALIBRAGAO CONSISTENTE DE DISTORGOES E
DESALINHAMENTOS EM INSTRUMENTOS DE

PLANO FOCAL EM VEICULOS ESPACIAIS

Roberto V. F. Lopes * e Malcolm D. Shuster !

Algoritmos de estimagdo sdo apresentados para determinagdo
consistente de parametros de calibragdo de distorgoes e desalinha-
merntos em Orbita de instrumentos de plano focal de alta precisao,
tipicamente sensores estelares em veiculos espaciais. Demonstra-se
a ambiguidade presente em parametrizagOes irrestritas, a qual im-
plica em estimativas inconsistentes. Uma restricdo adequada para
remover esta ambiguidade € prescrita aos pardmetros de distorcao.
Resultados sdo apresentados considerando alinhamentos tanto em
relacdo a algum referencial externo como a algum outro sensor de
atitude.

INTRODUGAO

O uso prético de instrumentos cientificos € sensores de atitude em veiculos espaciais geral-
mente requer que estes sejam recalibrados apos o langamento. Além disso, devido a alteragoes
na estrutura do veiculo provenientes de efeitos de dilatagdo térmica e gravidade nula, também
¢ necessdrio determinar o alinhamento desses dispositivos. Em veiculos nao tripulados, a
separagdo das corregoes de alinhamento e distor¢do ndo € trivial. Tudo se torna ainda mais
complicado pelo fato de que alinhamentos sdo usualmente representado em termos de trans-
formagoes em trés dimensoes, enquanto que distor¢des do plano focal sdo tratadas mais con-
venientemente em duas dimensdes. Assim, as investigacGes sobre interferéncias devidas a
distorgdo € desalinhamento sdo comprometidas por uma diferenga fundamental em seu trata-
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mento. Um artigo anterior! desenvolveu a representagio de rotagdes no plano focal. No
presente trabalho, desenvolvemos € testamos algoritmos aplicando aquela representagao para
estimagdo dos parametros de distorgdo do plano focal de sensores junto com os parametros
de rotagéo.

Nem sempre € devidamente apreciado o fato de que distor¢do e desalinhamento nédo sao
transformagdes independentes do plano focal. Tentativas de calibrar sensores corrigindo
distorg¢oes € desalinhamentos podem portanto levar a estimativas de pardmetros individual-
mente desprovidas de significado. Nas calibragGes em terra ndo surgem ambiguidades, pois o
alinhamento do sensor € a calibragdo sdo feitos usualmente em relagdo a um cubo de
alinhamento 6tico montado com esta finalidade no sensor. No espaco, infelizmente, néo se
tem mais qualquer conhecimento sobre a real orientagdo do cubo de alinhamento 6tico, €
por isso ndo € mais possivel separar de modo inambiguo os pardmetros de distor¢ao dos de
alinhamento.

Quando o interesse € apenas em representar a transformagao dos dados do sensor do sis-
tema do veiculo para o sistema de coordenadas inerciais, entdo a ambiguidade inerente nao
acarreta qualquer erro para a anélise dos dados. Contudo, se hé intengdo de determinar o
comportamento temporal dos alinhamentos, ou correlacioné-los com outros dados do veiculo,
tais como a sua temperatura, entao € improvével que os resultados obtidos tenham algum sig-
nificado. O principal propésito desse artigo € apresentar uma metodologia segundo a qual os
pardmetros de desalinhamento e de distorgao terdo significado.

N6s iniciamos com uma revisdo da representagdo do desalinhamento e da distorgao do
plano focal desenvolvida na Ref. 1. Passamos entao a estudar varios modos de combinar essas
duas transformagdes do plano focal, demonstramos a redundéncia fundamental entre elas e
apresentamos um método simples para remover a redundéncia. A distorgao do plano focal de
um sensor € mais frequentemente representada por séries de Taylor nas coordenadas do plano
focal. Porém, o fornecedor do sensor pode por vezes preferir especificar uma outra expressao
ndo polinomial para a fungdo de calibragdo das distorgdes, proveniente da naturesa fisica do
sensor. Neste caso, € preciso desenvolver um meio de transformar essa fun¢do também, de
modo a levar em conta a questdo da redundéancia. Este topico abordaremos em um futuro
artigo.

Uma vez desenvolvida a representagdo adequada, sem ambiguidades para alinhamento e
distorgdo, desenvolvemos algoritmos especificos para a estimagao desses pardmetros. Hé dois
casos a considerar. No primeiro deles, os pardmetros de rotagdo caracterizam o alinhamento
de um sensor com relagdo a outro. Neste caso, os pardmetros de rotagao sao constantes €
globais, bem como os pardmetros de distor¢do. No segundo caso, os parametros de rotagao
caracterizam a atitude toda, e portanto sdo especificos ao referencial € podem variar no tempo.
Por outro lado os pardmetros de distorgdo permanecem constantes € portanto globais. Sendo
assim, para dados amostrados em instantes diferentes o tratamento ndo serd o0 mesmo nos dois
casos. A énfase do trabalho contudo néo estd nos estimadores, sequenciais ou em lote, mas
sim no modelo de medidas levando em conta o carater especial dos parametros de distorgao
e alinhamento do plano focal. Entao, nesse artigo nos concentramos no desenvolvimento de
um conjunto de pardmetros adequado € no seu modelo de medidas.

Geralmente, as atividades de calibracdo de alinhamento e distorgdo sdo levadas a cabo
por diferentes grupos que se comunicam entre si de modo incompleto. Nenhum desses dois
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grupos tem preocupagdes com a questdo da redundancia dos pardmetros, desde que cada
grupo trabalha com um conjunto nio redundante de parametros para seus proprios fins. NGs
mostramos, contudo, que essa pratica pode conduzir a efeitos de movimento Browniano nas
estimativas conjuntas dos parametros de distorgao € alinhamento.

GEOMETRIA DO ALINHAMENTO E DA DISTORGAO

Geralmente se representa uma diregdo no espago pela matriz 3 x 1 de suas componentes
em alguma base. Neste trabalho, tomamos uma base tal que o eixo z € perpendicular ao plano
focal do sensor, separado da origem do sistema de coordenadas por uma distincia f. Entéo,
os eixos z € y ficam nominalmente no plano focal. Nominalmente, porque devido a distorgao
¢ ao desalinhamento essas afirmagdes se tornam um tanto inexatas.

Para uma diregao geral no espaco tri-dimensional portanto, nds escrevemos

Wl
W= |W,]|. (1)
W3

O chapéu denota vetor unitario. Supondo que nosso sensor se comporta como uma perfeita
cdmera de orificio com plano focal a uma distdncia f da origem, entdo uma linha reta passando
pela origem na diregio de W intersepta o plano focal nas coordenadas (X, Y) de tal modo
que se verifica a proporcionalidade X : Y : f =W, : W, : W,. Entéo,

X W, Y w,

_—— — € _—= 2

7w, =W, (2)
ou W, W
_ 1 - f_2

X=igh e Y=igh 3)

Essas equagdes podem ser invertidas, dando
. 1 X

W= Y|.
TRV | @

Seré vantajoso contudo definir coordenadas especificas para o plano focal, dadas por

r=X/f e y=Y/f, (5)
de tal modo que
_W _w,
I—Ws e y—Wa, (6)
oquelevaa
S
W= ——— |V} . (7)
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Desse modo, chegamos a uma representagdo da distorgdo que nao depende explicitamente
das dimensdes da cdmera de orificio. De fato essas coordenadas especificas para o plano focal
nao dependem de modo algum do instrumento € podem ser usadas para representar dados de
qualquer sensor de plano focal, ndo importando qual seja sua construgdo. Ou seja, temos um
sistema universal de coordenadas.

PARAMETRIZAGAO DA DISTORGAO E DO ALINHAMENTO

Parte da confusdo acerca de alinhamento € distorgdo € que os dois sdo representados em
dois espagos diferentes. Geralmente distorgdo € representada em termos de pardmetros do
plano focal, 0 que em termos vetoriais €

x’=x+F(x), (8)

ou, em termos de suas componentes

z' z Fi(z y)}
= + 145 . 9
[y’] [3/} [Fz(l‘,y) ©)
Aqui x' € o vetor observado no plano focal sem corregdes de distor¢do do instrumento (i.e.,
o vetor distorcido), e x € o vetor plano focal verdadeiro (i.e., ideal), livre de qualquer efeito

de distorgao. Geralmente assume-se que as fungdes F(z, y) € Fy(z, y) sao dadas por séries
polinomiais.

Fi(z,y)=ago+a;0z+ 8 1y+a02" + 01,2y + a9, 4" + ... (10a)
Fy(z,y)=byg+bigz+by y+byoz® +b 2y +bo,9 +.... (10b)

Frequentemente a série vai até a segunda ordem, o que implica em seis termos para cada
componente, ou at€ a terceira ordem, o que leva a dez termos em cada componente (€xpansoes
até a sexta ordem com 28 termos em cada componente ndo sdo impensdveis). As fungoes
Fi(z, y) e F,(=, y) assumem valores bem pequenos sobre o plano focal dos sensores. Afora
os efeitos de desalinhamento, os quais iremos analisar detalhadamente logo mais adiante, os
maiores termos serdo mais provavelmente a, , € b, ;, que se devem a expansdo térmica do
plano focal.

Alinhamento, por outro lado, ¢ uma rotagio pura, € tende a ser representado no espago
completo, tri-dimensional, como uma transformagio ortogonal,>* que podemos escrever
como*

S =cosfI;;+ (1 —cosf)nnl +sind[[a]], (11)

onde 6 € o 4ngulo da rotacdo e i, um vetor unitirio, € o eixo de rotagdo. Assim como nas
Refs. 2 € 3, [[ v ]] denota a matriz anti-simétrica 3 x 3

0 v =,
[vll=]~-vs O v | (12)
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As expansoes em séries das Egs. (10), se levadas a todas as ordens indefinidamente, podem
representar qualquer transformagao analitica do plano focal. Portanto, uma rotagio do plano
focal ao redor de um eixo arbitrario é necessariamente expressavel em termos das Egs. (10)
com os valores apropriados dos coeficientes {ag o, @, ¢, --- , by, b1 o, - - - }. Estes coeficientes
estdo, de fato, derivados para qualquer ordem na Ref. 1. Portanto, € 6bvio que as rotacoes €
as distorg¢des sdo redundantes.

Certamente poderiamos tratar a transformagdo do plano focal em termos de distorgoes
apenas, e nunca introduzir a matriz de rotagdo em nossa representagao. Infelizmente, porém,
embora as distorgdes do plano focal provenientes de distorgbes térmicas, gravidade nula, €
outros efeitos ambientais sejam pequenas, a rotagao do plano focal do sensor (em particular
se medimos esta rotagdo a partir do sistema inercial) pode ser bem grande. Portanto, a série de
Taylor iria requerer um nimero infinito de termos. A abordagem inteligente, portanto, € tratar
a rotagdo expressando-a em termos de matriz de rotacao 3 x 3 (ou quaternion, ou angulos de
Euler, etc.), e remover esses graus de liberdade da equacdo de distor¢ao Egs. (10), de modo
que a expansio ndo serd redundante. O objetivo final desse artigo € mostrar exatamente como
realizar isso.

Para falar conjuntamente sobre rotacoes € distorgoes, devemos ser capazes de falar sobre
estes dois assuntos nos mesmos termos. Serd mais fécil representar rotagdes em termos de
coordenadas de plano focal do que expressar as distorgdes do plano focal em termos de uma
matriz 3 x 3.

Considere-se a equagdo

z Rz + Ry + Ry
Uz=zR|y|=|Ryz+Ryuy+ Ry | . (13)
1 B3z + Ry + Ry

A terceira componente do vetor U obviamente ndo € unitdria € portanto as duas primeiras
componentes de U ndo correspondem exatamente as coordenadas do plano focal. Para tornar
a terceira componente unitdria, simplesmente divide-se o membro da direita da Eq. (13) pela
terceira componente para obter

z ] z
V| = Rzt Ryt B | Y (19
ou
o= Rz + Ry + By : (15a)
Ry 7 + Ryyy + Ry,
y = Ry 2+ Rypy + Ryy (15b)

Ry 4+ Rypy + Ryy

Esta € a transformagio do plano focal de uma transformagéo em trés dimensOes. As equa-
gOes (15) valem para qualquer transformacdo linear, embora neste caso, R seja uma matriz
de rotagao. As equagdes (15) sao conhecidas em geral como equagdes de colinearidade e
possuem um importante papel me fotogrametria por satélite.>¢
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CORRESPONDENCIA ENTRE ALINHAMENTO E DISTORGAO
EM ROTAGOES INFINITESIMAIS

Vamos examinar uma rotag¢ao infinitesimal, escrita assim

1 6, -4,
RO~ |-6, 1 6 |. (16)
6, -6, 1

Da Ref. 1, sabemos que os coeficientes de distor¢do do plano focal em uma rotagio pura sdo
dados por

i-1pj-1
Ry "Ry,

4 i1
a;; = (=1 R [( ; ) Ry (R Ry3 — Ry3Ryy)

t+j-1
+ ( f ) Ry (Ry Ry — R13R31)] , (17a)

i-1pj—1
R31 R32

it i+j—-1
bij = (—1) I Ritit1 [ < i ) Ry, (RzzRaa ~ Ry3Ry,)
33

iti-1
+ ( f )Raz(R21R33 _RZSRSI)] , (17b)

onde (%) € o coeficiente binomial

n!
_— <1<
(’-')E{ g Prelsism (18)
l 0 caso contrario
Substituindo na Eq. (16) resultam expresses correspondentes para rotagoes infinitesiamais

o S i1

e Al [ AR TV (A TA (192)
S i i1

b= oot (Yo (1 Yom] . o

onde retivemos apenas os termos dominantes. Claramente, g, ; e b; ; serdo ao menos quadrati-
cos nos dngulos para i + j > 2. Assim, as rotacdes infinitesiamis afetam apenas alguns poucos
termos de distor¢ao. Se calcularmos Egs. (19) para : + j < 2, encontraremos para a primeira
ordem nos angulos infinitesimais que

g =z-0,+0;y-0,2°+0,zy+..., (20a)
Y =y+6,-6z-0,zy+6,y°+.... (20b)
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de tal modo que oito dos doze primeiros termos sao afetados por rotacdes infinitesimais. Estas
mesmas equacoes resultam igualmente inserindo Eq. (16) diretamente nas Egs. (15). Dentro
de uma regido infinitesimal em torno do centro do plano focal, que corresponde a (z, y) =
(0, 0), temos que

g =z-0,+0,y+..., (21a)
yY=y+6,-0;z+.... (21b)

Em qualquer aplicagio prética (veja exemplos a seguir), deseja-se forgar esses trés dngulos a
se anularem. Entdo, sdo esses os inicos termos que teremos que considerar na regido infini-
tesimalmente préxima do centro do plano focal.

Claramente, se desejamos remover a redundancia entre os pardmetros de distorgdo € os
parametros de rotagdo a partir da andlise do comportamento das coordenadas no centro do
plano focal, devemos impor

Qo0 = bo,o =0, (22)

desde que o efeito destes pardmetros € indistinguivel daqueles causados por —6, € §;. Quanto
a #, o argumento € um pouco mais complicado. Se reescrevermos os primeiros poucos termos
da Eq. (9) como

g’ = Ggo+ay0%+[(ag; +0;10)/2+(ag; —00)/2]y+..., (23a)
¥ =boo+[(ag; +b10)/2-(ag; —bi1g)/2lz+bg 9+, (23b)

entdo veremos que o efeito de uma rotagéo infinitesimal 8, € indistinguivel do efeito de (a, , -
by ¢)/2 no centro do campo de visada. Portanto, para remover essa redundéncia, devemos
impor

ay, — bl'0 =0. (24)
Na verdade essa ndo € a unica escolha que poderiamos fazer. Por exemplo, poderiamos esco-

Iher ao invés
Gy = b0,2 =0y, — bl,O =0. (25)

desde que a, , € b, , também s&o afetados linearmente pelas rotagdes infinitesimais. Mate-
maticamente isso seria perfeitamente aceitdvel, pois também leva a um conjunto ndo redun-
dante de varidveis. Fisicamente, porém, tal escolha seria desastrosa, pois levaria a pardmetros
de rotagdo tremendamente influenciados por distor¢des ndo lineares do plano focal, de modo
que aquilo que fisicamente considerariamos ser desalinhamento do centro do plano focal
dominaria o efeito de diversos parametros de distor¢ao. Estes por sua vez se tornariam assim
altamente sensiveis a atitude do sensor, podendo consequentemente assumir valores irrealisti-
camente elevados. Assim sendo, embora tal prescrigao seja matematicamente consistente, ela
ndo satisfaz o objetivo de suprimir uma forte dependéncia dos parametros de distorgao a ati-
tude, e traria ainda mais confus@o do que simplesmente utilizar apenas o conjunto completo de
parametros de distorgao e ignorar a parametrizagao de rotagdes. Portanto, escolhemos como
nosso conjunto de pardmetros do plano focal os tr€s pardmetros de atitude e os pardmetros
de distorgdo com a restrigao

G = bo,o =a31— bl,O =0. (26)
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ORDEM DAS TRANSFORMAGOES DE DISTORGAO E ALINHAMENTO

Seja £ o referencial inercial € Z o referencial do instrumento. Analogamente, seja D a
transformacdo de distor¢do, e R a transformacdo de rotagdo expressa nas coordenadas do
plano focal. Assim, podemos escrever a mudanga nas coordenadas do plano focal devido a
distor¢do somente por

x' = D(x, A), (27)

onde A denota a totalidade dos pardmetros (exceto, naturalmente a, , € by o, que agora séo
identicamente nulos, € b, ,, que € dado identicamente por a, ;). A mudanga em coordenadas
do plano focal devido apenas a rotagio € dada por

x' = R(x, 0), (28)

onde 6 € o vetor rotagdo (finita), que caracteriza a rotagdo. Estas equagdes sdo simplesmente
uma abreviatura das Egs. (10) e (15). Se consideramos o efeito de ambos desalinhamento
¢ distorg¢ao, entdo somos levados a descrever seu efeito combinado de uma das duas formas
seguintes: transformacdo de alinhamento computada primeiro, seguida pela distorgao

x' = D(x,,, A), (29a)
X,, = R(x, 6). (29b)
ou essas mesmas transformacgdes porém na ordem oposta
x' = R(xy, '), (30a)
x, = D(x, A'), (30b)

Assim, ou primeiro desalinhamos e depois distorcemos ou primeiro distorcemos € depois
desalinhamos. Se 6@ € grande, entdo claramente haverd uma grande diferenga entre o
referencial do instrumento e o referencial inercial. Se a distor¢do vem primeiro, entdo os
coeficientes de distorgao serao efetivamente calculados com relagao aos eixos inerciais, o que
faz pouco sentido. Também a distorgdo € um fendmeno que se identifica mais com o préprio
instrumento, enquanto que desalinhamento estd mais associado com a estrutura do veiculo
espacial. Ora, se distorcermos o plano focal antes de rotaciona-lo, entdo os parametros do
plano focal dependerdo da atitude, o que queremos justamente evitar. Portanto, fisicamente a
primeira alternativa, Eqgs. (29), ¢ mais natural, € do ponto de vista prético € bem mais simples.

SISTEMAS DE REFERENCIA

Considere-se primeiramente 0 caso em que oOs pardmetros de rotagdo representem o
alinhamento. A convengdo adotada nas Referéncias 2 e 3 para desalinhamento nio € inteira-
mente adequada para o estudo de desalinhamentos e distorgdes. Seja fJ,-‘ k¢ O {-th vetor obser-
vado pelo sensor ¢ no tempo ¢, no sistema de coordenadas do sensor, € sejam \7,-‘ k€ Wi,k,t
os correspondentes vetores coluna em coordenadas inerciais € do veiculo. Entao a matriz de
atitude causa a transformagao

-

Wi ke =4, V.‘,k,e + Awi,k,e , (31)
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enquanto que a transformagao de alinhamento causa a transformagao

Wi,k,l =S; ﬁi,k,l' (32)

Aqui AV‘V,-,H € o ruido de medida. (Note que o ruido de medida aparece apenas implicita-
mente na Eq. (32).) Claramente a atitude deve depender do tempo, mas ndo de um sensor
especifico, enquanto que a matriz de alinhamento depende do sensor, mas nao do tempo.
Esta dltima declaragdo € apenas uma idealizagdo, porque na prética os alinhamentos também
podem mudar com o tempo devido, por exemplo, a mudangas no carregamento térmico do
veiculo.

Se na Ref. 2, 57 era um valor a priori da matriz de alinhamento, € §; era o alinhamento
correto, entdo a matriz de desalinhamento MP (escrita simplesmente M, nas Refs. 2 € 3) era
definida de tal modo que

S, = MBS?. (33)

Da Egq. (32) é claro que M£ ¢é a transformagio do sistema do veiculo a priori para o correto.
Combinando as Egs. (31), (32) e (33) temos que

ﬁi,k,l = SiTWi,k,l (34a)
= SiTAkvi,k,l + Aﬁi,k.l (34b)
= SfTM,pTAkvi,k,z + Afji,k,l' (34¢c)

Sio os parametros de M2T que desejamos estimar a partir das medidas I:I,-.k'e. Estas, ob-

viamente, ndo sd0 convenientes por causa da transformagio S;’T. Por isso, definimos um
desalinhamento com referéncia ao instrumento

S; =S M7, (35)
tal que
MB = 5o MF 5T . (36)
Escrevendo na forma usual
MExI +(67]] e MI~Iy,+(67]], (37)
segue que
0% = 5707 . (38)
Assim, podemos escrever
ﬁi,k,! = MITS?T A, vi‘k,l + Aﬁi,k,[ (39a)
= MiITﬁ?,k,f + Aﬁi,k,l ) (39b)
=~ ﬁ?,k,l - [(6%]] ﬁ?,k,e + Afji,k,u (39¢)

= U2+ (U2 1607 + Aﬁi,k,! - (39d)



10 LOPES E SHUSTER

onde
et =STAV, ., (40)

¢ o valor a priori da medida do instrumento no sistema deste, dada a matriz de alinhamento a
priori e a atitude.

Em célculos préticos, nao se conhece A, mas apenas a atitude estimada A}, dada por
A =l 4, (41)

Aqui, £, € o erro de estimacgdo de atitude, supostamente gaussiano, de média nula, e co-
varidncia P, .. Neste caso a Eq. (39a) se torna

Uipe= MEITSTe el Az, L, + AU, s (42)

oquelevaa
ﬁi,k,l = ﬁ?,k,t +I ﬁ?,k,t 6F + Aﬁi.k,l + [[ﬁ?,k,z” SeTE,, (43)

onde agora
Ul ke = S7TALV e (44)

€ aparece um termo extra, o ruido.

Em geral o conjunto completo de alinhamentos absolutos nao pode ser determinado apos
o lanamento com alta confiana.® Portanto, é comum na prética arbitrar uma das matrizes de
desalinhamento MF como sendo a matriz identidade. Isso efetivamente define o sistema de
coordenadas do corpo do veiculo como uma rotagao fixa a partir do sistema de coordenadas do
sensor %, enquanto que os alinhamentos dos sensores se tornam efetivamente co-alinhamentos.

A equagdo (39) assume que a matriz de atitude do veiculo A, € conhecida a partir de alguma
outra fonte. Contudo isto pode ndo ser sempre o caso. Por exemplo, no caso de se querer
calcular os coeficientes de distor¢do e co-alinhamento do instrumento calculando primeiro a
atitude € os coeficientes de distor¢ao para cada sensor (isso assume que cada sensor possa
medir direcoes multiplas) e entdo computar os co-alinhamentos a partir das atitudes indivi-
duais dos instrumentos. Em tal situagio, definimos

Ay = STA, (45)
como a atitude do instrumento. Entao
At’,k = (6Ai,k) A:?,k ’ (46)

onde A{, € a atitude a priori do instrumento € 6 4, , € a corregdo da atitude, que esperamos
seja também uma corre¢do pequena.

O conjunto completo de transformagoes que aplicamos para obter um dado distorcido e
desalinhado a partir de um dado conhecimento a priori € o seguinte:
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e Dado V,-,k‘l, ¢ =1,...,n,, e a atitude a priori do instrumento (ou Vi'k‘l, =
1, ..., m;,, a atitude do veiculo espacial e a matriz de alinhamento a priori do in-

strumento, computamos U2, ,, £ =1, ..., n; ,, € escrevemos
Ui,k,l = (60) U?,k,l ) f = 1, ceey ni'k,
onde éC denota 64, , (ou MIT).

¢ Usando Eq. (6) computamos x, a representagdo do plano focal de fJ?y k.2

e Usando Eq. (20) computamos x,,,, as coordenadas do plano focal corrigidas quanto
a desalinhamento.

o Usando Egs. 10 e o conjunto reduzido de coeficientes (Eq. (21)), computamos as
coordenadas do plano focal distorcido x'.

O MODELO DE MEDIDAS

Estamos agora preparados para estimar os pardmetros de alinhamento e distorgéo, isto €,
os pardmetros de 6C € o conjunto reduzido de pardmetros de distor¢do { a, 4, a9 1, @5 9, - -+

b0,17 b2,07 N

Os dois casos apresentados acima, nos quais se estimam ou os parametros de MF ou de
6A; ;,sdofundamentalmente diferentes. Se houver conhecimento disponivel da atitude prove-
niente de alguma fonte distinta do instrumento em consideracdo, entao podemos ver 6C (i.e.,
MF) como sendo o mesmo para cada conjunto simultineo de dados (i.e., cada valor de k).
Todos os demais pardmetros sendo estimados neste caso sao globais. Contudo, caso a atitude
esteja sendo determinada a partir dos mesmos dados, entéo §C (i.e., A4;, neste caso) serd
diferente em cada lote de medidas. Devemos portanto estimar uma mistura de pardmetros
globais e especificos. Examinaremos os dois casos.

N6s computamos o modelo de medidas (i.e., a matriz de sensitividade das medidas) em trés
passos. Em cada caso acima contamos com uma rotagao a priori, aqui denotada por R{ ;, € com
um conjunto de medidas vetoriais a priori I‘vak‘l, £=1,...,n;, Apartir destes R?, e das
direcGes a priori computamos x(¢, k, £), as coordenadas do plano focal a priori, de accordo com
a Eq. (15). Aplicamos entdo a rotagéo (infinitesimal) corretiva é R, ,, que nas coordenadas do
plano focal é dada por

. _ z,. (i, k, £)
x, (i, k, £) = [ym(i’ . e)] (47a)

[:z:(i, k, Z)] + [—02 +0,y—0,z2 +6, zy
y(¢, k, £) 6, — 03z —0,zy+0,y*

| +ouer).
ik, (47b)

Finalmente, aplicamos a corregdo de distorcéo.

=[] =[r]+ (Rl 4
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€
[o.9] [o.9]
Fl(‘rm’ ym = Z Z a mym ) (493)
i=0 7=0
Fz(Im, ym = b mym ’ (49b)
i=0 j=0
com a restri¢ao de que
aO,O = 0 3 b0'0 = 0 3 € bl,O = aovl . (50)

Por simplicidade deixamos de escrever os subscritos i,k,¢ em cada par de coordenadas do plano
focal.

A medida é dada por
Zike = x:,k,e + Vike (51)

onde v, , , € o ruido de medidas, que geralmente assumimos ser branco ¢ gaussiano.

Denotamos o conjunto completo de pardmetros (rotagdo mais distorgdo) por

= a
A (52a)
=[6,, 6,, 05, Qy0s Gg1s G205 Gy gy o s bO,l? bz,o, bl'l, ]T (52b)

Visto que queremos estimar os pardmetros, escrevemos

"]
Zike =2 ket Hip g A+ Vik0, (53)
com
4 _
Z; ke = Xike>s (54)
que foi determinado de U?, ,, £ = 1,...,n;,, € R, € podemos particionar a matriz de

sensitividade das medidas como

Hi,k,l = [Hai,k,l HAz',k,l] . (55)
Claramente,
82;1:1 az:kl oz, (¢, 7, ¢)
Hyipe = Z oz, (1,7, £) 00 ’ (56)
€
0z,
Hyope = 22 (57)

OA
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As derivadas parciais individuais sdo dadas por

oz
aai,j

Jz
0b; ;

Oz

aao,l

oz
oz

[z} y

m

0
0

)
LImY

m

- o0 o0

J
m

J
m

-— -ym
-z )

] para (i, j) # (0, 1) ou (0, 0),

| G20 0000,

13

(58a)

(58b)

(59a)

(59b)

(60a)

(60b)

(60c)

Em todas as formulas anteriores, enfatizamos uma vez mais que ag o = by g = 0 € b; g = @, o.
Nas férmulas acima adotamos a convengdo de que a derivada de um escalar com respeito a
um vetor coluna € um vetor linha.

EXAMPLOS NUMERICOS

Para ilustrar a necessidade de estimar pardmetros de alinhamento e distorg¢do desse modo
consideramos um exemplo tipico. Em operagdes normais, a equipe de operagdes de voo vai
estimar a atitude e os alinhamentos assumindo um dado conjunto de pardmetros de distorgao,
enquanto que os parametros de distorgao serdo estimados pela equipe do instrumento, assu-
mindo uma dada atitude e alinhamento. Geralmente cada equipe usard diferentes conjuntos
de dados e levara suas operagGes a cabo em instantes diferentes. Desde que cada conjunto
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de parametros das equipes sdo bem definidos, ndo ha problema de redundéncia em cada caso
individual. A comunicagdo entre cada equipe € usualmente limitada a transmitir o conjunto
de pardmetros estimados. Este € o modo formal de operagio de todos os veiculos espaciais
conhecidos pelos autores. (De fato este € o modo usual mesmo quando os coeficientes de
distor¢ao e desalinhamento sao estimados pelo mesmo grupo!)

Claramente, haverd redundancia de parametros entre as duas equipes mas nao para as ativi-
dades de cada equipe individualmente. Nas figuras que se seguem nds consideramos este
método, que denominamos “Método 1,” e dois outros métodos. O Método 3 € idéntico ao
Método 1 exceto que os coeficientes de distorgdo estdo sob a restri¢ao

g0 = by = ;3 —b10=0.

No Método 3 os coeficientes de alinhamento e distorgdo sob restri¢ao sao estimados simul-
taneamente. Em cada caso assumimos que o verdadeiro valor dos coeficientes de distorgao
eram nulos € a matriz de atitude para o sensor era a matriz identidade, o que significa que
o verdadeiro valor dos desalinhamentos era zero. Por dezesseis blocos de dados, 50 diregoes
foram observadas em cada bloco. Foi assumido que a incerteza em cada diregdo observada
erade 1 grau por eixo. O campo de visada do sensor foi de 20 graus ao todo em cada direcéo.

Desde que o valor verdadeiro de todos os pardmetros era zero, as estimativas sdo equi-
valentes aos erros de estimagdo. Dez experimentos foram realizados com cada método € a
covariancia amostral foi computada. A Figura 1 mostra os resultados para a estimativa de
;. A linha sélida mostra o resultado de estimar os desalinhamentos € o conjunto reduzido
(ndo redundante) de parametros de distor¢do simultaneamente (Método 3). A linha ponti-
lhada e tracejada representa os casos de estimativas alternadas de desalinhamentos € de co-
eficientes (ndo redundantes) de distor¢do (Método 2). Por fim a linha tracejada mostra o
M¢étodo 1, no qual sdo estimados alternadamente os desalinhamentos € o conjunto redundante
de pardmetros. Os Métodos 2 e 3 sdo parcamente distinguiveis, enquanto que 0 Método 1
revela um grande movimento Browniano. O mesmo fenémeno € aparente nas estimativas de
6, € 8,, mostradas nas Figuras 2e 3. A Figura 4 mostra o comportamento da estimativade a, ,,
que nio se espera ser sensitiva a redundéancia com os pardmetros de desalinhamento. De fato,
os erros de estimag¢do dessa grandeza mostram 0 mesmo comportamento nos trés métodos.

A Figura 5 mostra o comportamento de b, , (linha pontilhada-tracejada), 6, (linha trace-
jada) e b, o + 6, (linha sdlida) quando estes sdo estimados pelo Método 1. O ébvio movimento
Browniano nas varidncias amostrais ou nas varidveis individuais contrastam dramaticamente
com o comportamento grosso modo constante da soma das duas estimativas, conforme era
esperado.

Para entender o fenémeno do movimento Browniano, considere-se o seguinte modelo sim-
plificado
Z,=0+a+v,. (61)

e v, € uma sequéncia branca Gaussiana, com covaridncia R. Aqui, @ representa os desa-
linhamentos € a representa os correspondentes coeficientes redundantes de distorgdo. O
modelo acima € um tanto simplificado, mas contém o fato essencial de que os dois conjuntos
de parametros sdo completamente redundantes. Este modelo de medidas néo est4, contudo,
de todo mal. Na prética pode-se sempre construir a estimativa de méxima-verossimilhanca de
(6 + a).
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Se a varidvel 6 € estimada nas vezes impares assumindo a estimativa prévia (ou valor a
priori) para a, entdo obtemos para estimativa de 8,,

O2ks1 = Zokqr — A2 - (62)
Analogamente, nas vezes pares, estimando a adotando as estimativas prévias para 6 resulta
a2k+2 = Zoks2 ~ okt - (63)

A combinagao desses dois resultados leva a
= ] -
Bok42 T Box t Zopyo — Zogy = Ao+ Voryo — Vokyr - (64)

Analogamente, para as estimativas de @ obtém-se
O3k41 = O3kc1 + Zopyy — 2o = O35 + Vosgr — Vi (65)

Suponhamos que os valores verdadeiros e a prion de 8 € a sejam nulos. Entdo ambos 65,
€ a3, executardo um movimento Browniano com covaridncia 2R (desde que cada ciclo com-
preende dois intervalos entre medidas). Se as calibracoes sdo realizadas a cada dia no decorrer
de cinco anos, entdo ao final dos cinco anos, terd sido introduzido um erro de estimagao em
6 ¢ em a com covaridncia da ordem de 1600 R. Cada uma das equipes, a do instrumento €
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a de operagado de v6o, por outro lado, acreditard erroneamente que a matriz de covariancia
do erro de suas estimativas seja da ordem de R, cometendo um erro em confianga no desvio
padrao com um fator de 40. Se o erro de estimagao de um tnico lote for da ordem de 5 segun-
dos de arco, entdo ao final dos cinco anos no exemplo acima o desvio padrao do movimento
Browniano sera da ordem de 3.5 minutos de arco, o que em geral € incompativel. A solugdo,
certamente, é estimar somente a, ou melhor, somente # mas ndo ambos.

CONCLUSOES

Uma metodologia consistente foi desenvolvida para estimar os pardmetros de alinhamento
e distor¢do de um sensor de plano focal. Esta metodologia elimina do modelo de distorgdo
os pardmetros pobremente identificiveis que levariam o modelo a ser redundante no limite
quando o niimero de parametros tender a infinito. Algoritmos especificos foram dados para
realizar os cédlculos eficientemente.
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