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Resumo

Em 1965, Grace Wahba prop
os o problema de determinar a atitude que

minimiza a func��ao de custo

L(A) =
1

2

n
∑

k=1

ak|Wk −AVk|
2 .

Durante os vinte e cinco anos subseq�uentes formularam-se muitas soluc��oes

a este problema de estimac��ao, das quais um n�umero muito elevado foram

aplicadas �a estimac��ao de atitude de um ve��culo espacial. Atualmente, o

mais e�ciente, mais popular, e menos compreendido daqueles algoritmos �e

o QUEST, publicado em 1981. O presente trabalho acompanhar�a o desen-

volvimento dos m�etodos de determinac��ao de atitude desde seu in��cio, as

condic��oes pr�oprias da d�ecada de 70 que conduziram ao algoritmo QUEST,

o desenvolvimento do QUEST e as evoluc��oes posteriores : as extens�oes do

algoritmo QUEST e dos algoritmos h��bridos, como o m�etodo de Varotto,

Orlando e Lopes.

∗Aos meus colegas brasileiros, para que me perdoem as dores de cabec�a !

c© 1990 Malcolm D. Shuster
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QUEST, a longa hist�oria de um algoritmo r�apido

Introduc��ao

Neste relat�orio desejo apresentar um t�opico que n�ao recebe muito atenc��ao na

literatura, a saber, como um algoritmo particular comec�ou a existir. Geralmente, a

hist�oria do desenvolvimento de um algoritmo n�ao �e muito interessante. O presente

exemplo, assim espero, ser�a uma excec��ao.

O algoritmo desta hist�oria �e o QUEST, poss��velmente agora o algoritmo �batch�

mais popular para estimar a atitude em tr
es eixos de um ve��culo espacial. A po-

pularidade deste algoritmo aconteceu apesar da obscuridade de muitos resultados

intermedi�arios que apereceram no seu desenvolvimento e apesar tamb �em da opaci-

dade enorme da implementac��ao. Assim, minha intenc��ao �e apresentar a hist�oria de

obscuridade e opacidade !

Esta con�ss�ao n�ao �e uma boa recomendac��ao para ler o resto deste artigo. Um

leitor inteligente que se respeita abandonaria normalmente um tal artigo imediata-

mente. Mas talvez ele j�a tenha se divertido su�cientemente da franqueza do autor

para continuar, esperando achar as con�ss �oes ainda mais divertidas. Se continuar,

sua recompensa ser�a o conhecimento de como o algoritmo QUEST deveria ter sido

desenvolvido, se o seu criador fosse mais inteligente. Por estas alturas o leitor j �a

percebeu que o autor deste artigo �e o respons�avel pela obscuridade do algoritmo

QUEST e que n�ao era bastante inteligente. Por que ent�ao, ler um artigo de tal

pessoa?

A raz�ao �e que o QUEST �e um algoritmo muito interessante, cujo desenvolvi-

mento cont�em muita anedota. O problema de determinac��ao de atitude resolvido

pelo QUEST �e muito interessante tamb�em e por esta raz�ao h�a muitas soluc��oes, mas

nenhuma t�ao e�ciente	nem t�ao obscura	como o QUEST. Se o autor conseguir

convencer muitos outros (inclusive o INPE) a adotar este algoritmo, ser �a uma raz�ao

importante para estud�a-lo. De fato, parece que todas as decis�oes err
oneas tomadas

no desenvolvimento	que ningu�em com senso pr�atico teria tomado	t
em contribu��do

�as boas propriedades do algoritmo. Por esta raz�ao talvez a obscuridade mesma deva

ser aprendida.

O QUEST nasceu em 1965. Assim, neste momento, o algoritmo tem 25 anos.

Como a era espacial comec�ou somente em 1957, as origens do QUEST remontam

aos primeiros dias desta era, aos dias felizes em que ainda era poss��vel realizar

atividades de valor, com pouca experi
encia. Na sua forma madura, o QUEST data

de 1979, embora a data o�cial de publicac��ao seja quase dois anos mais tarde, em

janeiro de 1981. Assim, podemos dizer que o algoritmo QUEST entrou na sociedade

aos 16 anos, como manda o �gurino.

Para utilizar a analogia humana um pouco mais, pode se dizer tamb�em que o

algoritmo QUEST tem m�ae mas n�ao tem pai. Para compensar a falta de um pai, o

QUEST tem-se bene�ciado de muitos tios dentre os quais um deles �e o autor deste

relat�orio. As de�ci
encias de car�ater do QUEST s�ao as de�ci
encias dos seus tios, que

discutiremos adiante.

Ju��zos do QUEST

Para melhor apreciar o efeito psicol�ogico do algoritmo QUEST sobre os usu�arios,

comec�amos com um coment�ario escrito h�a muitos anos por um engenheiro americano

[ 1 ] :
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�Venho estudando o algoritmo QUEST a v�arios meses. Espero

compreend
e-lo antes de falar sobre ele.�

Um engenheiro brasileiro tem escrito [ 2 ] :

�J�a h�a v�arios anos que temos conhecimento de alguns de seus

not�aveis trabalhos e desde ent�ao nos tornamos seus admiradores.

Nossas pesquisas foram evidentemente inuenciadas por seus arti-

gos sobre calibrac��ao de sensores, emprego de modelo cinem�atico, e

por aquele primoroso artigo no JGC sobre o algoritmo QUEST	

por tr�as de cada passagem alg�ebrica, um verdadeiro mist�erio a

desvendar . . . Foi um dos pioneiros desta divis�ao, o Dr. G	,

. . . quem certa vez melhor expressou este fato observando, em

um semin�ario, que a leitura e entendimento deste seu artigo se-

ria recomend�avel como um excelente trote para qualquer aluno

de p�os-graduac��ao. Ele por�em n�ao sabia que na audi
encia estava

presente algu�em que havia acabado de passar exatamente por este

trote. Na verdade, tiv�essemos n�os sabido as dores de cabec�a que

nos esperavam para compreender aquelas deduc� �oes, certamente

nossa correspond
encia teria sido iniciada muito antes !�

Outros brasileiros do INPE queixam-se tamb�em das dores de cabec�a provindas das

tentativas de entender o QUEST [ 3 ] .

Este relat�orio apresentar�a :

• As circunst
ancias que antecederam o nascimento do algoritmo QUEST.

• As primeiras tentativas de se desenvolver um algoritmo deste tipo.

• O algoritmo QUEST como tal, as vers�oes humanas e inumanas.

• Evoluc��oes recentes.

Pr�e-hist�oria (t < 1965)

Os m�etodos utilizados at�e 1965 para determinar a atitude de um ve��culo espacial

eram de dois tipos :

• M�etodos deterministas, e

• M�etodos �otimos.

Como m�etodos deterministas entendemos os que aceitam unicamente uma quan-

tidade m��nima de dados para determinar a atitude de maneira n�ao-amb��gua. Se

houver dados demasiados, aqueles ser�ao neglenciados pelo algoritmo. Um algoritmo

determinista n�ao pode tratar uma medida corrompida pelo ru��do.

Os m�etodos �otimos, por outro lado, utilizam todos os dados dispon��veis, para

determinar a atitude que otimiza uma func��ao de custo. O algoritmo QUEST �e do

segundo tipo.
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O algoritmo TRIAD

O M�etodo determinista mais conhecido na �epoca do nascimento do QUEST

era o m�etodo TRIAD, desenvolvido por Harold Black [ 4 ] em 1964, data n �ao muito

anterior �a das primeiras noc��oes do QUEST. O m�etodo TRIAD sup�oe que os dados

provindos do ve��culo espacial consistem-se de duas medidas vetoriais, W1 e W2,

que satisfac�am

W1 = AV1 ,

W2 = AV2 .
(1)

onde A �e a matriz de atitude, uma matriz 3×3 ortogonal com determinante positivo,

e V1 e V2 s�ao os vetores referenciais, matrizes 3 × 1 dos componentes conhecidos

no sistema de refer
encia. W1 e W2 s�ao matrizes 3× 1 dos componentes conhecidos

no sistema solid�ario ao ve��culo.

A multiplicac��ao de um vetor por uma matriz ortogonal n�ao muda a magnitude

do vetor. Assim, s�o dois graus de liberdade de uma medida vetorial (isso �e, a direc��ao)

fornecem informac��oes sobre a atitude. As duas medidas vetoriais fornecem quatro

elementos de informac��ao. Por�em, tr
es elementos de informac��ao s�ao su�cientes para

determinar a atitude. Por conseguinte, n�ao existe geralmente uma soluc��ao para

as Equac��oes (1). Para ver isso mais claramente, notamos que a matriz A, sendo

ortogonal, n�ao muda o valor de produtos escalares. Assim, necessitamos que

|W1| = |V1| , |W2| = |V2| e W1 ·W2 = V1 ·V2 . (2)

Dado que as medidas s�ao corrompidas pelo ru��do, esta relac��ao n�ao �e satisfeita

normalmente. Por conseguinte, para achar uma soluc��ao, necessitamos descartar uma

parte dos dados.

Black faz isso de maneira interessante. Para comec�ar, construiu duas tr��ades de

vetores, segundo

r̂1 =
V1

|V1|

r̂2 =
V1 ×V2

|V1 ×V2|
r̂3 = r̂1 × r̂2

, ŝ1 =
W1

|W1|
,

, ŝ2 =
W1 ×W2

|W1 ×W2|
,

, ŝ3 = ŝ1 × ŝ2 ,

(3)

Se supusermos que as Equac��oes (1) s�ao verdadeiras e notarmos que a matriz de

atitude preserva os produtos escalares e vetoriais, ser �a tamb�em verdadeiro que

ŝ1 = A r̂1 ,

ŝ2 = A r̂2 ,

ŝ3 = A r̂3 .

(4)

Os r̂i, i = 1, . . . , 3, e os ŝi, i = 1, . . . , 3, s�ao ortogonais e diretos e,

por conseguinte, as Equac��oes (4) t
em uma soluc��ao, que constru��mos da maneira

seguinte : Escrevemos

MR ≡ [ r̂1 r̂2 r̂3 ] , (5a)

e

MS ≡ [ ŝ1 ŝ2 ŝ3 ] . (5b)
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Isso �e, MR e MS s�ao duas matrizes 3 × 3 cujas colunas s�ao os vetores ri ou si,
respectivamente. MR e MS s�ao todas as duas ortogonais e

MS = AMR , (6)

que �e equivalente �as Equac��oes (4). Como MR �e ortogonal, a soluc��ao para A �eG∗

A∗ =MSM
T
R . (7)

Uma soluc��ao �e poss��vel porque a construc��ao dos vetores r̂i e ŝi eliminou os compo-

nentes que n�ao satis�zeram �a Equac��ao (2).

No �m da d�ecada de 60 e durante a de 70, este algoritmo simples era utilizado

para suportar muitos sat�elites. Freq�uentemente o algoritmo era chamado �SUNMAG�

porque a atitude era determinada utilizando um sensor solar e um magnet 
ometro.

No livro de Wertz [ 5 ] chama-se o m�etodo alg�ebrico. Este algoritmo tem a vantagem

de ser simples e r�apido, mas tem tamb�em uma desavantagem importante. Como �e

limitado a duas medidas, a precis�ao �e tamb�em limitada. Se houver mais do que duas

medidas, n�ao �e poss��vel aproveitar-se delas para alcanc�ar uma precis�ao maior.

M�etodos �otimos

Para compensar esta desvantagem, utilizavam-se outros m�etodos tamb�em. Estes

algoritmos �otimos eram todos do tipo m��nimos-quadrados. Supunha-se que a relac��ao

entre a atitude e as medidas pudesse ser expressa como

zk = fk(A) + vk , k = 1, . . . , N . (8)

Aqui zk �e uma medida (de dimens�ao arbitr�aria), fk( · ) �e uma func��ao qualquer vetorial

conhecida e vk �e um vetor de ru��do. A atitude �otima minimiza a func��ao de custo

J(A) =
1

2

N
∑

k=1

[zk − fk(A)]
T Wk [zk − fk(A)] , (9)

onde Wk �e uma matriz de peso, necessariamente sim�etrica e semide�nida positiva.

Se o ru��do de medida for gaussiano e com m�edia zero e covari
ancia Rk, ent�ao A∗, o

valor da matriz de atitude que minimiza J(A), ser�a tamb�em a soluc��ao de vari
ancia

m��nima se escolhermos [ 6 ]

Wk = R−1k . (10)

Ainda que esta declarac��ao seja imediatamente aceita, de fato �e um pouco obscura,

porque ainda n�ao indiquei o que quer dizer uma �vari
ancia de atitude�. Ser�a mais

conveniente adiar esta de�nic��ao para mais tarde.

Como exemplos de medidas de atitude citamos :

Medidas vetoriais,

fk(A) = AVk . (11a)

Neste caso, zk �e simplesmente Wk como no algoritmo TRIAD.

Medidas escalares,

∗ Um asterisco denotar�a uma quantidade estimada.
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fk(A) = x̂TAVk , (11b)

que corresponde a um componente de uma medida, ∗ neste caso o componente-x de

Wk.

A otimizac��ao da func��ao de custo �e complicada pelo fato de que os nove

elementos da matriz de atitude n�ao s�ao independentes. Este problema pode ser

eliminado se escrevermos a matriz de atitude em func��ao dos 
angulos de Euler.

A = R313(ϕ, θ, ψ) ,

=







cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1













1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ













cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1





 , (12a)

=







cψ cϕ− sψ cθ sϕ cψ sϕ− sψ cθ cϕ sψ sθ

−sψ cϕ− cψ cθ sϕ −sψ sϕ+ cψ cθ cϕ cψ sθ

sθ sϕ −sθ cϕ cθ





 . (12b)

Os 
angulos de Euler chamam-se normalmente rolamento, arfagem e guinada, mas

somente um capit�ao de um navio ou avi�ao sabe qual �e um e qual �e o outro.

De�nimos

φ ≡





ϕ
θ
ψ



 , (13)

para podemos escrever as nossas express �oes em func��ao de uma s�o vari�avel vetorial.

Evidentemente,

J(φ) ≡ J(A(φ)) . (14)

Podemos agora minimizar J(φ) em func��ao dos tr
es componentes de φ, que s�ao

independentes. Como a express�ao para J(φ) �e muita complicada, s�o podemos fazer

isso de forma aproximada e sem express�oes simples. Recorremos ent�ao ao m�etodo

preferido por todos, a saber, o m�etodo de Newton e Raphson.

De�nimos φ(i) como a aproximac��ao n�umero �i� de φ∗, o valor que minimiza a

func��ao de custo exata, e escrevemos J(φ) como s�erie de Taylor em func��ao do erro,

φ− φ(i). Este procedimento d�a diretamente

J(φ) = J(φ(i)) +

[

∂J(φ)

∂φ
(φ(i))

]T

(φ− φ(i))

+
1

2
(φ− φ(i))T

[

∂2J(φ)

∂φ ∂φT
(φ(i))

]

(φ− φ(i)) + . . . , (15)

∗ Utilizamos a convenc��ao que v �e um vetor coluna. Um acento circunexo denota

um vetor unidade.
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onde

∂J(φ)

∂φ
≡























∂J

∂φ1

∂J

∂φ2

∂J

∂φ3























, (16a)

e

∂2J

∂φ∂φT
≡























∂2J

∂φ1∂φ1

∂2J

∂φ1∂φ2

∂2J

∂φ1∂φ3

∂2J

∂φ2∂φ1

∂2J

∂φ2∂φ2

∂2J

∂φ2∂φ3

∂2J

∂φ3∂φ1

∂2J

∂φ3∂φ2

∂2J

∂φ3∂φ3























. (16b)

Se na Equac��ao (15) guardarmos somente os termos at �e a segunda ordem

inclusive, a minimizac��ao �e muito simples. O resultado, que d�a a aproximac��ao seguinte,

φ(i+ 1), �e simples

φ(i+ 1) = φ(i)−
[

∂2J(φ)

∂φ ∂φT
(φ(i))

]−1
∂J(φ)

∂φ
(φ(i)) . (17)

No caso presente

[

∂J(φ)

∂φ
(φ)

]

i

= −
N
∑

k=1

∂fTk (φ)

∂φi
Wk [zk − fk(A)] , (18a)

e

[

∂2J(φ)

∂φ∂φT
(φ)

]

ij

=
N
∑

k=1

∂fTk (φ)

∂φi
Wk

∂fTk (φ)

∂φj
−

N
∑

k=1

∂2fTk (φ)

∂φi∂φj
Wk[zk − fk(A)] . (18b)

Podemos agora repetir as Equac��oes (17) e (18) at�e a diferenc�a entre φ(i) e φ(i+1)
ser insigni�cante. Se pudermos aplicar o m�etodo Newton-Raphson uma in�nidade

de vezes, chagaremos ao valor �otimo de φ.

lim
i→∞

φ(i) = φ∗ . (19)

A maior parte de n�os, por�em, estar�a satisfeita em aplicar o m�etodo Newton-Raphson

um n�umero �nito de vezes.

Este m�etodo tem muitas vantagens. Em particular, permite aproveitar qualquer

quantidade de dados e, por conseguinte, chegar a uma estimativa de atitude de

precis�ao arbitr�aria (no caso se possa achar uma in�nidade de coisas a medir). Por

outro lado, o algoritmo �e complicado por causa das diferenciac��oes das func��oes
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trigonom�etricas. Al�em disso, este m�etodo necessita de um valor inicial (cada φ(i),
de um φ(i − 1)). Se os dados consistirem de vetores, o algoritmo �otimo pode ser

iniciado pelo algoritmo TRIAD, e isso �e o que acontece normalmente. Por�em, o

m�etodo Newton-Raphson n�ao deixa de ter perigos latentes. O m�etodo convergir�a

sempre a um m��nimo, mas nem sempre ao m��nimo menor. Se o valor inicial n�ao for

muito bom (por causa, por exemplo, de um ru��do muito grande) �e poss��vel que o

m�etodo Newton-Raphson convirja a uma atitude falsa. Este resultado desagrad �avel

n�ao acontece freq�uentemente. O problema ainda maior �e que o algoritmo pode ser

muito lento. N�ao obstante, o algoritmo TRIAD com sua limitac��ao em precis�ao, e o

m�etodo Newton-Raphson baseado nos 
angulos de Euler para parametrizar a atitude

com todas as suas complicac��oes	tinha dominado as atividades de estimac��ao de

atitude (ao menos no NASA Goddard Space Flight Center) nos primeiros 20 anos

da era espacial.

As circunst
ancias do desenvolvimento do QUEST

Examinemos primeiramente a adolesc
encia do algoritmo QUEST (ca. 1977)

para entender por qu
e existia interesse no seu desenvolvimento. O QUEST foi

desenvolvido para apoiar a miss�ao Magsat.∗ Em 1977, quando Magsat estava ainda

na etapa de planejamento, havia s�eria preocupac��ao se o sistema de determinac��ao

de atitude era capaz alcanc�ar uma precis�ao de 15 segundos de arco. Nesta �epoca

essa era a precis�ao mais importante exigida de um sat�elite. Al�em disso, a freq�u
encia

de dados para Magsat seria tamb�em muito alta : a atitude deveria ser computada a

cada 0,25 seg. Assim, era necess�ario computar a atitude acurada e rapidamente.

O caso para comparac��ao era o ve��culo Seasat. Para este ve��culo, o requisito

de precis�ao era somente 4 minutos de arco (240 segundos de arco) e a freq �u
encia

de computac��ao somente uma vez por segundo. O sensor solar do Seasat era igual

ao sensor do Magsat mas o Magsat teria tamb�em dois sensores estelares. Assim, o

tempo necess�ario para o processamento de dados (em particular a identi�cac��ao das

estrelas) seria muito longo.

Al�em disso, para o processamento de�nitivo, depois que a atitude foi computada

pela primeira vez, requeria-se um processamento adicional para editar os dados. Para

desempenhar isso, era necess�ario enquadrar uma curva (normalmente uma expans �ao

em polin
omios de Tschebischev) no rolamento, arfagem e guinada computados,

calcular os desvios dos pontos da curva e eliminar os pontos mais distantes do que

3σ da curva. Ent�ao, uma nova expans�ao em polin
omios de Tschebischev foi computada

e utilizada para interpolar os pontos que faltavam. Este m�etodo necessitou de uma

grande atividade da parte do analista de miss�ao, o qual para processar um segmento

de dados deve iniciar a computac��ao da expans�ao polinomial, eliminar os pontos falsos

a m�ao, e ent�ao, recomputar a curva. O tempo necess�ario para estas operac��oes era

muito longo, freq�uentemente muitas vezes mais longo do que o segmento de dados.

Por causa disso os analistas do Seasat estavam apreensivos dos esforc�os exigidos para

apoiar a miss�ao. O sentimento do grupo do Magsat por outro lado era de p 
anico

completo !

Quando o sat�elite Seasat foi lanc�ado a equipe das operac��oes de miss�ao estavam

t�ao descontente	eles deveriam trabalhar at�e durante o �m da semana para assegurar

∗ Lanc�ada no �m do 1979, esta miss�ao forneceu as medidas do campo geo-

magn�etico mais acuradas at�e agora.
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o processamento dos dados	que eles ameac�aram com uma revoluc� �ao. Alguns opera-

dores realmente demitiram-se ao inv�es de continuar. Uma revoluc��ao completa foi

evitada somente devido a morte do sat�elite 106 dias depois do lanc�amento por causa

de um curto-circuito macic�o (possivelmente, isso foi uma ac��ao de grac�as porque

durante aqueles 106 dias o sat�elite colecionou uma quantidade enorme de dados de

uma qualidade �otima e a terminac��ao da miss�ao liberou muito capital para a an�alise).

Assim, necessitou-se de um novo m�etodo para determinar a atitude e com a

maior brevidade poss��vel.

O �ltro de Kalman

O leitor com um pouco de experi
encia em estimac��ao peguntar�a neste momento

porque um sistema de determinac��ao de atitude baseado no �ltro de Kalman n�ao

foi considerado. Com efeito, foi nesta �epoca que o �ltro de Kalman comec�ou a ser

aplicado na estimac��ao de atitude.∗ Por�em, at�e este momento, os sucessos do �ltro

de Kalman aplicado ao problema de estimac��ao de atitude (n�ao obstante os grandes

sucessos na determinac��ao de �orbita) n�ao tinham sido muito gloriosos [ 7 ] . Em um

caso, a aplicac��ao de um �ltro de Kalman na estimac��ao de atitude foi um desastre.

Decidiu-se uma vez no comec�o da d�ecada de 70, utilizar um �ltro de Kalman

no sistema de determinac��ao de atitude. Os problemas da diverg
encia do �ltro

Kalman n�ao foram compreendidos completamente e os erros de estimac��ao do �ltro

divergiram. A perspetiva de um sat�elite sem sistema de determinac��ao de atitude n�ao

era muito confort�avel. Felizmente, o sistema de determinac��ao de atitude foi baseado

em Terra e processou todos os dados aqui e n �ao no sat�elite. O centro de operac��oes

da miss�ao p
ode ent�ao receber a telemetria e veri�car o bom funcionamento do

ve��culo. Igualmente, os analistas de miss�ao puderam formular um novo programa

para computar a atitude sem o �ltro de Kalman. N�ao obstante aquelas possibilidades

de consertar o sistema (certamente com um certo custo adicional), foi compreens��vel

que durante muitos anos o emprego do �ltro de Kalman para a estimac� �ao de atitude

n�ao tenha recebido uma acolhida calorosa.

O problema de Wahba (1965)

A abordagem hist�orica n�ao foi totalmente honesta. Discursei sobre o algoritmo

TRIAD e sobre os m�etodos de m��nimos quadrados baseados nos 
angulos de Euler e

no m�etodo Newton-Raphson. Expliquei porque necessitamos de um novo algoritmo

em 1977. Mas n�ao disse que h�a doze anos existem outros algoritmos no meio do

caminho entre o algoritmo TRIAD e os algoritmos do tipo Newton-Raphson. Permiti

esta neglig
encia porque estes algoritmos at�e 1977 mais ou menos n�ao eram muito

pr�aticos. Corrigimos agora essa neglig
encia.

∗ Para os leitores que n�ao s�ao peritos em estimac��ao, o �ltro de Kalman �e

um m�etodo no qual os dados s�ao tratados seq�uencialmente e com a chegada de

cada novo dado computa-se uma melhor estimativa dos par 
ametros. O �ltro de

Kalman pode tratar tamb�em a situac��ao no qual os par
ametros a serem estimados

mudam continuamente. Infelizmente, o comportamento do �ltro de Kalman pode

ser imprevis��vel para algu�em sem muita experi
encia na sua aplicac��ao. Ver Refer
encia

[ 7 ] para uma explicac��ao mais detalhada.
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Em 1965 o problema seguinte [ 8 ] apareceu em SIAM Review : Determinar a

matriz ortogonal A que minimiza a func��ao de custo

J(A) =
1

2

N
∑

k=1

ak |Ŵk −A V̂k|2 , (20)

onde ak > 0 para k = 1, . . . , N . Este problema foi proposto (em uma nomenclatura

um pouco diferente e com os vetores n�ao normalisados) por Grace Wahba, aluna de

p�os-graduac��ao em Estat��stica, trabalhando no ver�ao de 1965 na IBM. O problema

originou-se no seu trabalho e o aparecimento daquele problema em SIAM Review

foi a sua primeira publicac��ao (agora a Dra. Wahba �e professora de Estat��stica com

quase cem publicac��oes). Uma soluc��ao iterativa foi sempre poss��vel, mas o interesse

de Wahba, por�em, era uma soluc��ao �nita (ou quase �nita), como, por exemplo, o

algoritmo TRIAD.

V�arias soluc��oes foram oferecidas em um n�umero posterior da revista mas

nenhuma foi muito pr�atica. Como soluc��oes matem�aticas algumas delas foram in-

teressantes, mas os engenheiros de miss�ao n�ao parecem muito encantados com

elas.

A primeira soluc��ao a ser publicada foi a de Farrell e Stuelpnagel [ 9 ] . Aqueles

autores sugeriram comec�ar com a expans�ao dos quadrados na func��ao de custo da

Equac��ao (20). Assim,

J(A) =
1

2

N
∑

k=1

ak |Ŵk −A V̂k|
2

=
1

2

N
∑

k=1

ak |Ŵk|2 +
1

2

N
∑

k=1

ak |A V̂k|2 −
N
∑

k=1

ak Ŵk ·A V̂k

, (21)

e como

|Ŵk|2 = 1 e |A V̂k|2 = 1 , (22)

seguiu que

J(A) =
1

2

N
∑

k=1

ak − g(A) , (23)

com

g(A) =
N
∑

k=1

ak Ŵk ·A V̂k . (24)

A minimizac��ao de J(A) �e equivalente ent�ao �a maximizac��ao de g(A), que se chama

a func��ao de ganho.

Fazemos agora uma manipulac��ao art��stica da Equac��ao (24). Notamos que

g(A) =
N
∑

k=1

ak Ŵk ·A V̂k =
N
∑

k=1

ak Ŵ
T

kA V̂k . (25)
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A �ultima express�ao pode ser escrita como um trac�o. Assim,

g(A) =
N
∑

k=1

ak tr[Ŵ
T

kA V̂k]

=
N
∑

k=1

ak tr[V̂k Ŵ
T

kA]

= tr

[(

N
∑

k=1

ak V̂k Ŵ
T

k

)

A

]

= tr[BTA] ,

(26)

onde

B ≡
N
∑

k=1

ak Ŵk V̂
T

k . (27)

A Equac��ao (26) esconde um resultado muito interessante e importante para

n�os. A equac��ao diz que toda as informac��oes necess�arias para o c�alculo da atitude

�otima que minimiza a func��ao de custo da Equac��ao (20) acham-se na matriz B, que

se chama agora a matriz de per�l de atitude, de�nida pela Equac��ao (27). Quando

sabemos B, sabemos a atitude.

Esta func��ao de ganho aparece em um outro problema, a ortogonalizac��ao de uma

matriz quadrada arbitr�aria. Suponha que tenhamos B, uma matriz n× n arbitr�aria,

e que queiramos achar A, a matriz n× n ortogonal que esteja mais perto de B no

sentido de A minimizar a norma de Schur,

‖B −A‖ ≡
n
∑

i=1

n
∑

j=1

[Bij −Aij ]2

= tr
[

(B −A)T (B −A)
]

= n+ tr [BTB]− 2 tr [BTA]

(28)

A minimizac��ao desta norma conduz evidentemente a uma func��ao de ganho para A
que �e id
entica �aquela da Equac��ao (26). Assim, para n = 3 a matriz de atitude A∗ �e

a matriz ortogonal mais perto da B no sentido das Equac��oes (28).

Farrell e Stuelpnagel resolveram a Equac��ao (26) por meio do Teorema de De-

composic��ao Polar. Este teorema declara que cada matriz B pode ser escrita como o

produto

B =M U , (29)

onde M �e real e sim�etrica e U �e ortogonal. Se U for de determinante positivo, a

soluc��ao para a atitude �otima �e simples

A∗ = U . (30)

Se U n�ao for de determinante positivo, a construc��ao �e um pouco mais dif��cil.

A maioria dos leitores deste artigo n�ao conhecer�a o Teorema de Decomposic��ao

Polar. O interesse deste teorema �e mais para os matem�aticos (devemos indicar aqui
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que o doutorado do Stuelpnagel era em Topologia Alg�ebrica; Farrell por outro lado

�e o autor de um livro muito conhecido sobre a Navegac��ao Aeron�autica [ 10 ]).

Wessner [ 11 ] prop
os uma outra soluc��ao, que apareceu no mesmo n�umero com

a de Farrell e Stuelpnagel. Ele observou que a quest�ao era de maximizar tr[BTA]
sujeito ao v��nculo de que A seja ortogonal,

ATA = I . (31)

Para resolver uma otimizac��ao com v��nculo ele utilisou o m�etodo de Lagrange. Assim,

maximizou, em vez da func��ao de ganho da Equac��ao (26), a func��ao aumentada

g′(A) = tr[BTA]− tr[Λ (ATA− I)] , (32)

onde Λ �e uma matriz de coe�cientes desconhecidos cujos valores depois da maxi-

mizac��ao devem ser escolhidos para satisfazer ao v��nculo. A maximizac��ao �e direta e

conduz a

A∗ = B Λ−1 , (33)

onde

Λ =
(

BTB
)1/2

. (34)

A func��ao do lado direto da Equac��ao (34) �e a raiz quadrada matricial, de�nida

como a matriz sim�etrica e de�nida positiva cujo quadrado �e BTB. Assim, em vez

de calcular a decomposic��ao polar, calculou-se a raiz quadrada matricial, que n�ao �e

muito mais pr�atica.

Esta soluc��ao tem outras fraquezas. Sabemos j�a que duas medidas vetoriais s�ao

su�cientes para estimar a atitude (sen�ao o m�etodo TRIAD seria imposs��vel). Por�em,

com unicamente duas medidas vetoriais, Λ �e singular e n�ao pode ser invertido.

Naturalmente, este problema �e compensado pelo fato de que B tamb�em �e singular.

Infelizmente, o computador n�ao pode fazer a divis�ao de zero por zero e o m�etodo

de Wessner nunca foi popular.

Houve outras soluc��oes [ 12�23 ] publicadas entre 1966 e 1977 (algumas tratam

realmente do problema de ortogonalizac��ao sem refer
encia �a determinac��ao de atitude).

Nenhuma delas era muito pr�atica (os autores podem disputar este ju��zo), e n�ao creio

que todas delas foram utilizadas para uma miss�ao real. Assim, o autor deste artigo

pode ser perdoado, talvez, por n�ao ter mencionado aqueles m�etodos imediatamente.

O trabalho de Davenport (1965�1977)

O trabalho mais interessante sobre este problema nunca foi publicada por seu

autor. �E o trabalho de Paul Davenport da NASA Goddard Space Flight Center.

Davenport, matem�atico de formac��ao (parece que poucos engenheiros �reais� con-

tribu��ram ao estudo deste problema), comec�ou os seus estudos [ 24�25 ] com a

reinvenc��ao do vetor de Gibbs [ 5 ] , que foi mesmo, na verdade, uma reinvenc��ao,

sendo inventado na primeira vez por Rodrigues em 1840 [ 26 ] .
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O m�etodo-Y

Notamos que a matriz de rotac��ao∗ R(n̂, θ) �e uma func��ao do eixo de rotac��ao,

n̂, e do 
angulo de rotac��ao, θ, segundo

R(n̂, θ) = cos θ I + (1− cos θ) n̂n̂T + sin θ [[ n̂ ]] , (35)

onde a matriz [[v ]] �e de�nida por

[[v ]] ≡







0 v3 −v2
−v3 0 v1

v2 −v1 0





 . (36)

O vetor de Rodrigues (ou de Gibbs) �e de�nido por

Y =
(

tan
θ

2

)

n̂ , (37)

que tem somente tr
es componentes. A �algebra do vetor de Rodrigues �e muito

simples. Se tr
es matrizes de rotac��ao, R, R′, e R′′, satis�zerem a

R′′ = R′R , (38)

ent�ao, equivalentemente em func��ao dos vetores correspondentes de Rodrigues

Y′′ =
1

1−Y ·Y′
(Y+Y′ −Y×Y′) . (39)

Em func�ao do vetor de Rodrigues, a matriz de atitude escreve-se

A =
1

1 + |Y|2

(

(1− |Y|2) I + 2YYT + 2 [[Y ]]

)

. (40)

Para desenvolver uma soluc��ao do problema de Wahba em func��ao do vetor de

Rodrigues, Davenport substituiu a Equac��ao (40) na Equac��ao (26) e resolveu para o

valor atrav�es de maximizac��ao. Ele p
ode mostrar por uma manipulac��ao muito obscura

que o valor �otimo do vetor de Rodrigues Y∗ satisfaz a

Y∗ = [(2s+ Z ·Y∗)I − S]−1 Z , (41)

onde foram de�nidos

S = B +BT , s = trB , Z =





B23 −B32

B31 −B13

B12 −B21



 . (42)

∗ Utilizamos tanto �R� quanto �A� para indicar uma matriz de rotac��ao segundo

as circunst
ancias, para evitar uma nomenclatura muito fatigante.
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Para calcular Y∗, a Equac��ao (41) p
ode ser escrita como

Y(i+ 1) =
[(

2s+ Z ·Y(i)
)

I − S
]−1

Z (43)

e esta equac��ao pode ser iterada para Y. Ainda uma vez, necessita-se de um bom

valor inicial. Isso Davenport obteve evidentemente do algoritmo TRIAD (com dois

vetores) e calculou Y0 a partir da matriz de atitude do TRIAD. As quantidades S, s, e
Z s�ao determinadas inteiramente da matriz B e n�ao necessitam ser recalculadas para

cada iterac��ao. Assim, a Equac��ao (43) �e simples para se avaliar em comparac��ao com

o m�etodo Newton-Raphson aplicado ao m��nimos quadrados utilizando os 
angulos de

Euler, e foi um grande melhoramento. O algoritmo foi aplicado com grande sucesso

para determinar a atitude para o Orbiting Astronomical Observatory [ 27 ] , possivel-

mente a primeira aplicac��ao do problema de Wahba a um miss�ao real. Infelizmente,

o algoritmo nunca se tornou popular, talvez, porque a sua derivac��ao fosse muito

dif��cil de seguir.

Este m�etodo foi seguido rapidamente por um outro muito mais interessante

baseado sobre o quat�ernion, que Davenport chamou de �m�etodo-q� (o m�etodo de

Wessner [ 11 ] ele chamou de �m�etodo-R�).

O m�etodo-q

O quat�ernion �e de�nido por

q̄ = [q1, q2, q3, q4]
T =

[

q
q4

]

, (44)

onde

q =
(

sin
θ

2

)

n̂ , q4 = cos
θ

2
. (45)

Em func��ao do quat�ernion, a matriz de rotac��ao pode ser escrita

R(q̄) = (q24 − q · q)I + 2qqT + 2q4 [[q ]] . (46)

A propriedade not�avel do quat�ernion �e que tem uma regra de composic��ao linear

como a matriz de rotac��ao. Assim, se a Equac��ao (38) �e verdadeira para as matrizes

de rotac��ao, a equac��ao correspondente para os quat�ernions �e

q̄′′ = q̄′ ⊗ q̄1 = { q̄′ }L q̄ , (47)

onde

{ q̄ }L ≡







q4 q3 −q2 q1
−q3 q4 q1 q2
q2 −q1 q4 q3
−q1 −q2 −q3 q4





 . (48)

Esta regra simples de composic��ao e a dimens�ao pequena do quat�ernion (somente

quatro componentes em vez de nove elementos da matriz de rotac��ao) s�ao respons�aveis

pela popularidade do quat�ernion em muitas aplicac��oes, especialmente para calcular

a cinem�atica ou a din
amica. Mais importante para este estudo, por�em, �e o fato que a

matriz de atitude �e quadr�atica em func��ao do quat�ernion. Como a func��ao de ganho �e
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linear na matriz de rotac��ao, segue que a func��ao de ganho �e quadr�atica como func��ao

do quat�ernion. A maximizac��ao de uma func��ao quadr�atica �e muito simples.

Assim,

g(q̄) ≡ g(A(q̄)) = q̄TKq̄ , (49)

e

K =

[

S − s I Z
ZT s

]

, (50)

onde S, s, e Z s�ao as mesmas quantidades como nas Equac��oes (42). Existe uma s�o

complicac��ao : o quat�ernion satisfaz a um v��nculo

q̄T q̄ = 1 . (51)

Para achar o quat�ernion �otimo, recorremos de novo ao m�etodo de Lagrange. Como

Davenport, de�nimos

g′(q̄) = g(q̄)− λ(q̄T q̄ − 1)

= q̄TKq̄ − λ(q̄T q̄ − 1) ,
(52)

e minimizamos g′(q̄) sem v��nculo, do qual segue que

∂g(q̄)

∂ q̄
(q̄∗) = 2(Kq̄∗ − λq̄∗) = 0 . (53)

A soluc��ao da Equac��ao (53) conduz imediatamente a

Kq̄∗ = λq̄∗ . (54)

Assim, q̄∗ �e um autovetor de K, e λ �e um autovalor de K. Dado que

g(q̄∗) = q̄∗TKq̄∗ = λq̄∗T q̄∗ = λ , (55)

segue que λ �e o autovalor maior de K.

Para determinar q̄∗ necessitamos computar K, a matriz 4× 4, e resolver o pro-

blema de autovalor da Equac��ao (54). O autovetor de autovalor maior �e o quat�ernion

�otimo, do qual podemos calcular a matriz de atitude �otima, os 
angulos de Euler

�otimos, o vetor de Rodrigues �otimo, ou o valor �otimo de qualquer representac��ao

de atitude. Esta forma do algoritmo foi utilizada com muito sucesso na miss�ao

HEAO [ 28�30 ] . Neste ponto, por�em, Davenport acabou as suas pesquisas sobre

este problema.

O m�etodo-q tinha muitas vantagens em comparac��ao com o m�etodo -Y. Em primei-

ro lugar, foi muito mais f�acil de entender, visto que as etapas da sua derivac��ao eram

muito menos obscuras do que o m�etodo-Y. Tamb�em, este m�etodo conduziria sempre

a um valor bem de�nido de q̄∗, se existisse um atitude bem de�nida. O m�etodo-Y

sofreu do fato que o vetor de Rodrigues se tornou in�nito quando o 
angulo de

rotac��ao era π, e, por conseguinte, as soluc��oes tornaram-se inacuradas perto deste

valor. Tamb�em o m�etodo-Y necessitou de um outro m�etodo para comec�ar, como o

m�etodo TRIAD. Por outro lado, o m�etodo-Y, quando n�ao sofreu diverg
encia perto

de π, foi muito mais r�apido do que o m�etodo-q.

O m�etodo-q foi ainda um pouco lento por causa da necessidade de avaliar um

problema de autovalor de dimens�ao quatro. N�ao era evidente que o algoritmo seria
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su�ciente r�apido para o Magsat. Assim, um m�etodo mais r�apido era necess�ario. Uma

manipulac��ao do algoritmo de Davenport, feita pelo autor, conduz a este m�etodo.

Consideremos de novo a Equac��ao (54), que pode ser escrita como

[

S − s I Z
ZT s

] [

q∗

q∗4

]

= λmax

[

q∗

q∗4

]

, (56)

ou
(S − sI)q∗ + Z q∗4 = λmax q

∗ ,

ZTq∗ + s q∗4 = λmax q
∗
4 .

(57)

Se dividirmos por q∗4 e observarmos que

q∗

q∗4
=
(

tan
θ∗

2

)

n̂∗ = Y∗ , (58)

estas equac��oes tornam-se

(S − sI)Y∗ + Z = λmaxY
∗ , (59a)

Z ·Y∗ + s = λmax . (59b)

A soluc��ao �e simplesmente

Y∗ = [(λmax + s)I − S]−1 Z , (60a)

λmax = s+ ZT [(λmax + s)I − S]−1 Z , (60b)

que s�ao na verdade muito similares �as soluc��oes do m�etodo-Y.

Com um bom valor inicial para Y∗ ou para λmax, estas equac��oes podem ser

iteradas efetivamente. Em vez de determinar como Davenport o valor de Y0 a partir

do algoritmo TRIAD, examinamos o valor de λmax. Das Equac��oes (21), (23) e (55),

segue que

λmax = g(q̄∗) =
N
∑

k=1

ak −
N
∑

k=1

ak |Ŵk −A∗ V̂k|
2 . (61)

Assim, se os erros de medida forem de ordem ε, ent�ao

λmax =

(

N
∑

k=1

ak

)

(1 +O(ε2)) . (62)

Se de�nirmos agora

Y∗0 = [(λmax0 + s)I − S]−1 Z , (63)

onde

λmax0 =
N
∑

k=1

ak , (64)

ent�ao,

Y∗ = Y∗0 (1 +O(ε2)) . (65)
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A quantidade ε2 �e muito pequena mesmo para sensores de exatid �ao modesta. Para

erros de ordem de 0,5 graus, ε2 ≈ 20 segundos de arco, e para erros de ordem de

10 segundos de arco, ε2 ≈ 0, 0005 segundos de arco. Assim, a soluc��ao de ordem zero

do problema �e muito simples e precisa.

As etapas s�ao as seguintes :

• Construir B, s, S, e Z dos dados.

• Calcular λmax0 =
∑

ak.

• Resolver [(λmax0 + s)I − S]Y∗0 = Z por eliminac��ao gaussiana.

• Uma exatid�ao maior �e poss��vel por substituc��ao repetida.

Essa �e certamente a soluc��ao para uma pessoa inteligente. Infelizmente, esse n�ao

�e o m�etodo que existe nos programas do NASA Goddard Space Flight Center. O

resto deste artigo tratar�a da hist�oria de como o QUEST tornou-se obscura.

O desenvolvimento do QUEST	a verdadeira hist�oria (1977�1981)

O problema do autovalor

Na verdade, a forma de desenvolvimento do algoritmo QUEST a partir do

algoritmo-q de Davenport foi muito diferente. O comec�o (no outono de 1977) n �ao

foi a partir das Equac��oes (59) e (64), que eram o caminho que teria seguido uma

pessoa razo�avel, mas sim as Equac��oes (60). A raz�ao era que o autor que tinha

buscado uma soluc��ao mais e�ciente, n�ao era engenheiro nem matem�atico, mas f��sico

nuclear te�orico, e as Equac��oes (60) eram muito mais similares �as equac��oes de f��sica.

O autor n�ao se desencorajou com o conselho normalmente dado aos matem �aticos

de que o pior m�etodo para resolver as equac��oes lineares Ax = b �e o de inverter a

matriz A. Na verdade, ele nunca assistiu a um curso de matem�atica aplicada e nunca

ouviu este conselho. Pela mesma raz�ao ele n�ao sabia que a pior maneira de computar

um autovalor era a de resolver a equac��ao caracter��stica, det |K − λI| = 0. Assim,

o autor decidiu inverter a matriz [(λmax + s)I − S] para resolver Y∗, e computou

λmax pela soluc��ao da equac��ao caracter��stica. Isso ele fez da maneira mais dif��cil

poss��vel. Estranhamente, este caminho conduz �a soluc��ao mais e�ciente e com o

melhor comportamento de todas as soluc��oes do problema de Wahba. Evidentemente

a sorte �e mais importante do que o bom conselho ou a intelig
encia.

Como o autor decidiu avaliar λmax �e ainda mais estranho. Ele n�ao resolveu

simplesmente as Equac��oes (59) para obter as mais bonitas mas menos pr �aticas Equa

-c��oes (60). Em vez disso, ele voltou-se aos princ��pios b�asicos (como somente um

f��sico te�orico pode considerar com b�asico, por�em) e examinou de novo o problema

de Wahba na maneira mais fundamental.∗

O problema de Davenport era maximizar q̄TKq̄ sujeito ao v��nculo que q̄T q̄ = 1,
onde K �e real e sim�etrica. Supondo que escrevamos

H = −K , Ψ = q̄ . (66)

∗ Pec�o a paci
encia do leitor para o resto desta parte do artigo.
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o problema �e agora similar ao seguinte :

Minimizar Ψ†H Ψ sujeito a Ψ†Ψ = 1 , (67)

onde H �e hermitiana.∗∗ Cada f��sico reconhece na Equac��ao (67) a formulac��ao

variacional da mec
anica qu
antica que tem como soluc��ao a equac��ao de Schr�odinger,

HΨ = EΨ . (68)

Como buscamos o autovalor menor de H , o problema de Davenport �e equivalente

ao de achar a energia de estado de base de um sistema descrito pelo hamiltoniano

H . Assim, existe uma correspond
encia entre a Estimac��ao de Atitude e a Mec
anica

Qu
antica. A Estimac��ao de Atitude �e um assunto que data somente desde o Sputnik

em 1957. A Mec
anica Qu
antica, por�em, tem aproveitado estudos s�erios desde o

comec�o do s�eculo e tem acumulado muitos m�etodos de soluc��ao. O autor, por

conseguinte, comec�ou a investigac��ao dos m�etodos da mec
anica qu
antica para achar

um m�etodo mais r�apido para resolver o problema de Wahba.

Comec�ou com a Teoria de Perturbac��oes na Mec
anica Qu
antica. Escreveu

H = −

[

S − s I Z

ZT s

]

= Ho + V , (69)

onde

Ho = −

[

S − s I 0

0T s

]

, V = −

[

0 Z

ZT 0

]

. (70)

Assim, Ho era o hamiltoniano do sistema n�ao perturbado, e V era o potencial de

perturbac��ao. A equac��ao para a energia do estado de base do sistema n�ao perturbado

era

HoΨo = EoΨo , (71)

onde Eo �e a energia do estado de base do sistema n�ao perturbado e Ψo �e a func��ao

ondulat�oria correspondente. Queremos calcular E, a energia do sistema perturbado,

que satisfaz a

H Ψ = EΨ . (72)

A teoria de perturbac��ao Rayleigh-Schr�odinger [ 31�32 ] d�a o resultado

E = Eo +Ψ†
o V Ψo +Ψ†

o V
P

Eo −Ho

V Ψo + . . . , (73)

onde P �e um operador de projec��ao no subespac�o do espac�o de Hilbert que �e

ortogonal ao estado de base n�ao perturbado.∗ O autor consagrou muito tempo

aos estudos da expans�ao perturbadora da atitude. Ele desenvolveu mesmo uma

representac��ao diagram�atica que levou o seu colega, F. L. Markley (f��sico tamb�em)

∗∗ Uma matriz hermitiana satisfaz a H† ≡ H̄T = H onde H̄ denota o complexo

conjugado de H . Claramente, cada matriz real e sim�etrica �e hermitiana.
∗ O autor espera que tudo isso seja completamente claro aos engenheiros aero-

espaciais !
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a declarar : �voc
e realizou o que eu sempre quis fazer, aplicar os diagramas de

Feynman aos estudos de atitude [ 33 ] � !

Para 
angulos pequenos, a perturbac��ao �e pequena e a expans�ao perturbadora

converge rapidamente. Infelizmente, n�ao existe raz�ao para crer que os 
angulos s�ao

sempre pequenos. Assim necessitamos de um outro m�etodo.

Logo depois, o autor examinou a teoria das interac��oes efetivas, que tinha sido

aplicada �a teoria das forc�as nucleares. A interac��ao fundamental entre nucleons no

n�ucleo �e muito forte, mas a soma de todas as interac��oes entre os nucleons conduz a

uma forc�a muito mais d�ebil (mas ainda muito forte em comparac��ao com as outras

interac��oes entre part��culas no n�ucleo : eletromagn�etica, fraca e gravitacional). Assim,

ele buscou uma interac��ao efetiva da forma

Heff = Ho + V
P

E −H
V , (74)

que satisfaz a

Ψ†
oHeffΨo = Ψ†H Ψ . (75)

Esta �ultima equac��ao �e equivalente a

λmax = s+ ZT
1

(λmax + s)I − S
Z ,

que �e simplesmente a Equac��ao (60b). Desta maneira o autor encontrou pela primeira

vez a Equac��ao (60b). Estas id�eias de Mec
anica Qu
antica s�ao documentadas par-

cialmente na Refer
encia [ 34 ] . Embora a Mec
anica Qu
antica n�ao seja indicada

explicitamente (tinha d�uvida se isso seria recebido com muita alegria pelo cliente

da NASA), a sua presenc�a foi evidente aos colegas do autor na Computer Sciences

Corporation, dos quais muitos tinham o doutorado em F��sica.∗ Nesta �epoca o autor

apresentou uma confer
encia bizarra na Computer Sciences Corporation com o t��tulo

�Aplicac��oes dos M�etodos da F��sica Nuclear Te�orica �a Estimac��ao de Atitude,� que

teve uma assist
encia muito grande.∗∗

Os engenheiros que acham a apresentac��ao do algoritmo QUEST dif��cil de

entender podem estar agora agradecidos porque n �ao necessitaram ler as pesquisas

anteriores do autor sobre este assunto. Felizmente, quando o autor se familiarizou

mais com este problema, abandonou completamente as associac��oes com a mec
anica

qu
antica e comec�ou a apresentar o algoritmo em uma maneira quase compreens��vel.

Crimes adicionais	a computac��ao de atitude

Se a tentativa do autor de achar alternativas sobre a estimac��ao da atitude na

mec
anica qu
antica n�ao sobreviveu �a primavera de 1978 e agora est�a desaparecido

∗ A maioria dos colaboradores do Spacecraft Attitude Determination and Control,

organizado por J. R. Wertz, eram, na verdade, f��sicos. Poucos eram qu��micos, ma-

tem�aticos e astr
onomos. Wertz mesmo fez o doutorado em Relatividade Geral e a

sua �loso�a geom�etrica na estimac��ao de atitude tem sua origem neste assunto muito

geom�etrico
∗∗ Talvez, porque o autor tenha feito uma grande publicidade, de que seria ap-

resentado antes da confer
encia um programa de diapositivos : �Moc�as da Praia de

Tel-Aviv� !
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sem trac�os, outras decis�oes mal aconselhadas existem ainda. Como o autor observou

anteriormente, a matriz

[(λmax + s)I − S]−1

aparece nas Equac��oes (60) para a computac��ao do quat�ernion �otimo e para a com-

putac��ao do autovalor, λmax. Assim, pensou o autor, a chave da melhor soluc��ao do

problema era achar uma express�ao melhor para o inverso desta matriz. Naturalmente,

n�ao �e aconselh�avel se inverter a matriz explicitamente. Mas o autor n�ao soube isso.

Na busca de uma maior obscuridade, o autor recebeu um jeitinho do seu amigo e

colega F. Landis Markley.∗∗∗ Em 1968, Markley tinha estudado as simetrias quebradas

das part��culas elementares (um t�opico muito obscuro para engenheiros aeroespaciais)

e no curso das suas computac��oes [ 35 ] ele utilizou o Teorema Cayley-Hamilton [ 36 ]

para inverter uma matriz. Por conseguinte, ele mostrou ao autor como obter um

resultado similar no desenvolvimento de um algoritmo para estimar a atitude �otima.

O Teorema Cayley-Hamilton [ 36 ] declara o seguinte : Se tivermos uma matriz

quadrada M de dimens�ao n, cuja equac��ao caracter��stica �e escrita na forma

det |M − λI| = cnλ
n + cn−1λ

n−1 + . . .+ c1λ+ c0 = 0 , (76)

ent�ao, ser�a tamb�em verdadeiro que

cnM
n + cn−1M

n−1 + . . .+ c1M + c0 I = 0 . (77)

Por conseguinte, Mn pode ser escrita como uma soma de pot
encias menores e,

por extens�ao, cada s�erie de Taylor em M (ou, equivalentemente, qualquer func��ao

anal��tica em M) pode ser escrita como polin
omio de grau n�ao superior a n− 1. Por

exemplo, a matriz de rotac��ao, que �e uma func��ao anal��tica do eixo de rotac��ao, pode

ser escrita
R(n̂, θ) = exp{θ [[ n̂ ]]}

= I + sin θ [[ n̂ ]] + (1− cos θ) [[ n̂ ]]2 ,
(78)

um polin
omio do segundo grau (3− 1 = 2).
Para aplicar este resultado no problema presente, observamos que o polin 
omio

caracter��stico para S �e

−S3 + 2s S2 − κS +∆ I , (79)

onde

s =
1

2
tr [S] , κ = tr [adj (S)] , ∆ = det S (80)

(a nomenclatura tr [adj (S)] denota o trac�o da matriz adjunta de S). Da aplicac��ao do

Teorema Cayley-Hamilton a [(λmax + s)I − S]−1, pode-se escrever imediatamente

[(λmax + s)I − S]−1 = γ−1
(

α I + β S + S2
)

. (81)

∗∗∗ O autor conheceu Markley quando era aluno de p �os-graduac��ao e Markley era

doutor. O autor e James R. Wertz moraram simultaneamente no mesmo alojamento

dos alunos na universidade. G. M. Lerner, um outro nome conhecido na estimac� �ao

de atitude foi durante quase dois anos o companheiro de quarto do autor.
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Escrevemos os coe�cientes da expans�ao como αγ−1, βγ−1, e γ−1 por causa do fato

seguinte :

[(λmax + s)I − S]−1 =
adj [(λmax + s)I − S]
det [(λmax + s)I − S]

. (82)

Como a matriz adjunta e o determinante s�ao separadamente func��oes anal��ticas do

seu argumento matricial, segue que a expans�ao Cayley-Hamilton do lado esquerdo

da Equac��ao (82) deve ter a forma da Equac��ao (81) com α, β, e γ polin
omios �nitos

em λmax. N�ao �e dif��cil mostrar que

γ = det [(λmax + s)I − S] . (83)

Para resolver a Equac��ao (81) para os coe�cientes, necessitamos multiplicar os dois

lados daquela equac��ao por [(λmax + s)I − S], aplicar o Teorema Cayley-Hamilton para

substituir um polin
omio c�ubico para o termo em S4, e equacionar os coe�cientes.

O resultado �e

α = λ2max − s2 + κ , β = λmax − s , γ = (λmax + s)α−∆ . (84)

Necessitamos agora calcular λmax. Uma pessoa inteligente (se forc�ado a aplicar

a equac��ao caracter��stica ) calcularia det |K − λI|, para obter um polin
omio simples

de grau 4. A raiz maior daquele polin
omio pode ser calculado rapidamente pela

aplicac��ao do m�etodo Newton-Raphson com λmax0 de�nido pela Equac��ao (64) como

valor inicial. Um caminho t�ao direto n�ao agradou aos sentimentos est�eticos do autor,

que infelizmente, foi mais atra��do pela Equac��ao (60b).

Examinamos a Equac��ao (60b), que �e

λmax = s+ ZT [(λmax + s)I − S]−1 Z . (85)

Se substituirmos a Equac��ao (79) obtemos diretamente

λmax = s+ γ−1ZT (α I + β S + S2)Z

= s+ γ−1
(

αZTZ+ β ZTSZ+ ZTS2Z
)

.
(86)

Agora, se multiplicarmos os dois lados da equac��ao por γ e coletarmos os termos,

obt�em-se

λ4max − (a+ b)λ2max − cλmax + (ab+ cs− d) = 0 , (87)

onde
a = s2 − κ

c = ∆+ ZTSZ

, b = s2 + ZTZ ,

, d = ZTS2Z .
(88)

Como as Equac��oes (60) s�ao as mesmas para cada autovalor e autovetor corre-

spondente da matriz K, segue que a Equac��ao (87) deve ser id
entica �a equac��ao

caracter��stica para K. O c�alculo simples de det |K − λmaxI| conduziria a um resul-

tado r�apido e �util. Por�em, um tal caminho abandonaria a obscuridade re�nada das

Equac��oes (79)�(88).
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Podemos agora calcular Y∗ diretamente. A substituic��ao da Equac��ao (81) na

Equac��ao (60a) conduz diretamente a

Y∗ = γ−1X , (89)

onde

X = αZ+ β SZ+ S2Z . (90)

Como o vetor de Rodrigues �e dado por

Y∗ = q∗/q∗4 . (91)

segue que

q∗ = cX∗ , q∗4 = c γ , (92)

para uma constante c e, por conseguinte,

q̄∗ =
1

√

γ2 + |X|2

[

X
γ

]

. (93)

Assim, o vetor de Rodrigues nunca necessita ser computado explicitamente. As

Equac��oes (79) at�e (93) s�ao o corac��ao do m�etodo de determinac��ao de atitude

desenvolvido para o sat�elite Magsat [ 37�38 ] . O programa se chama QUEST

(QUat�ernion ESTimator), e esse tornou-se o nome do algoritmo tamb�em [ 38 ] .

A verdade estranha

Esta soluc��ao bizarra para calcular o quat�ernion �otimo parece ser o m�etodo

mais e�ciente. Era, por exemplo, muito mais r�apida do que SNAPLS, o programa

para a miss�ao HEAO, que continha o m�etodo-q de Davenport e que resolveu o

problema completo de autovalor para K pela aplicac��ao do m�etodo de Householder

(na miss�ao HEAO, por�em, a atitude foi calculada muito infreq�uentemente e um

algoritmo mais r�apido n�ao era necess�ario). O algoritmo QUEST era mais r�apido

porque o processamento de limite foi aplicado a um escalar em vez de a um vetor. A

utilizac��ao do polin
omio caracter��stico para calcular um autovalor n�ao �e aconselh�avel

porque este m�etodo tem problemas se dois autovalores s�ao pr�oximos. Felizmente, isso

acontece unicamente quando a atitude n�ao pode ser bem determinada de nenhuma

maneira. Tamb�em apesar do aparecimento complicado das Equac��oes (79)�(88), na

verdade, elas necessitam do mesmo n�umero de operac��oes que as 72 multiplicac��oes

necess�arias para o c�alculo direto de det |K−λI|. Como benef��cio adicional, os vetores

SZ e S2Z, que �guram no c�alculo do quat�ernion �otimo na Equac��oes (89)�(93), j�a s�ao

calculados na computac��ao de λmax. Assim, h�a menos etapas neste m�etodo complicado.

Na verdade depois da publicac��ao do QUEST, Tietze [ 39 ] tentou desenvolver um

algoritmo �correto� para o problema de Wahba. Embora ele pretendesse que o seu

m�etodo fosse mais r�apido em dez por cento, a diferenc�a era o resultado de uma

inconsist
encia na programac��ao. O algoritmo do Tietze era na verdade cinq�uenta por

cento mais lento [ 40 ] .

An�alise de covari
ancia

Nem o trabalho anterior sobre o problema de Wahba [ 8�30 ] nem a primeira

publicac��ao do QUEST [ 37 ] tentou avaliar a exatid�ao da atitude �otima computada.
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Parcialmente esta situac��ao existiu porque n�ao era claro como parametrizar a exatid�ao

da atitude. Um entendimento mais profundo desta quest �ao era tamb�em um produto

das pesquisas sobre o QUEST [ 38 ] .

Para parametrizar a exatid�ao da atitude, comec�amos com a de�nic��ao dos 
angulos

de erro. Escrevemos

A∗ ≈







1 ∆θ3 −∆θ2
−∆θ3 1 ∆θ1

∆θ2 −∆θ1 1





A
verdade , (94)

onde A∗ �e a atitude estimada e Averdade �e a atitude verdadeira. Os 
angulos de erro,

∆θ1, ∆θ2 e ∆θ3, s�ao os tr
es componentes do vetor de rotac��ao in�nitesimal que liga

a atitude verdadeira com a atitude computada (ao menos, esperamos que a rotac� �ao

seja in�nitesimal). Geralmente esperamos que as medidas de atitude n �ao tenham

qualquer tendenciosidade. Assim,

E{∆θ } = 0 . (95)

A matriz de covari
ancia �e de�nida como∗

Pθθ = E{∆θ∆θT } . (96)

A de�nic��ao de matriz de covari
ancia em func��ao de 
angulos de uma rotac��ao in�nite-

simal,∗∗ permite uma parametrizac��ao da covari
ancia que �e independente da propria

atitude. Assim, se o sistema de refer
encia terrestrel mudar, a matriz n�ao ser�a alte-

rada. Ao contr�ario, se a matriz de covari
ancia de atitude fosse de�nida em func��ao de

erros nos 
angulos de Euler, ela seria muito sens��vel �a de�nic��ao do sistema terrestrel

e poderia ser muito grande, mesmo quando a atitude fosse bem determinada.

Antes de podermos computar a matriz de covari
ancia necessitamos de um

modelo dos erros de medida. Dado que as medidas s �ao vetores unidade,

Ŵk = Ŵ
verdade

k +∆Ŵk , (97)

deve ser verdade que

Ŵ
verdade

k ·∆Ŵk ≈ 0 . (98)

Isso pode n�ao ser exato por causa do v��nculo do vetor unidade, que necessita de

que

Ŵ
verdade

k ·∆Ŵk ≤ 0 , (99)

cujo valor �e sempre pequeno (da ordem |∆Ŵk|2) e pode ser negligenciado sem

problema. A an�alise de covari
ancia do QUEST sup
os o modelo mais simples que

satisfez �a Equac��ao (98). Isso era

Ŵk = Ŵ
verdade

k +∆Ŵk , (100)

∗ Se o estimador tiver um tendenciosidade, devemos de�nir a matriz de covari 
ancia

como Pθθ = E{∆θ∆θT } − E{∆θ }E{∆θT }
∗∗ No programa do QUEST [ 38 ] os erros eram de�nidos em func� �ao dos com-

ponentes vetoriais do quat�ernion in�nitesimal, que �e equivalente. A matriz de co-

vari
ancia �e diferente neste caso de um fator de 4.
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com
E{∆Ŵk } = 0 ,

E{∆Ŵk∆Ŵ
T

k } = σ2k [I − Ŵ
verdade

k Ŵ
verdadeT

k ] .
(101)

Naturalmente,

Ŵ
verdade

k = Averdade V̂k . (102)

Para sensores com campo visual restrito, esta aproximac��ao �e excelente [ 41 ] .

Antes de calcular a covari
ancia necessitamos de�nir o estimador mais comple-

tamente. As constantes ak que parecem na func��ao de custo ainda n�ao tem um valor

espec���co. A �loso�a de m��nimos quadrados diz que estas devem ter o valor

ak = c/σ2k , (103)

onde c �e uma constante, cujo valor n�ao �e importante por que isso muda o valor

de func��ao de custo sem mudar a depend
encia anal��tica.∗ Com esta hip�otese para o

modelo de medida e para as constantes na func��ao de custo, a matriz de covari
ancia

do algoritmo QUEST �e simplesmente [ 38 ]

Pθθ =

[

N
∑

k=1

1

σ2k
(I − Ŵ

verdade

k Ŵ
verdadeT

k )

]−1

. (104)

As computac��oes de covari
ancia de atitude anteriormente eram feitas atrav�es de

simulac��ao das medidas com realizac��oes diferentes para os erros de ru��do seguido da

computac��ao da covari
ancia observada a partir dos desvios da atitude computados. A

express�ao simples da Equac��ao (104) simpli�cou enormemente a an�alise de miss�ao.

Um dividendo imprevisto

Foi uma outra vantagem do algoritmo QUEST, que n�ao tinha sido reconhecido

imediatamente. A determinac��ao de atitude para os sat�elites anteriores era muito

lento por causa de dois fatores. Primeiro, o algoritmo de otimizac��ao que necessitava

normalmente de muitas diferenciac��oes das func��oes trigonom�etricas era freq�uente-

mente muito vagaroso. Segundo, o tratamento de dados necessitava da intervenc� �ao

constante do analista de miss�ao e era ainda mais lento. A otimizac��ao feita pelo

QUEST era muito mais r�apido. Tamb�em, parece que a veri�cac��ao de dados pode

ser feita automaticamente pelo QUEST.

Observamos que

g(q̄∗) = λmax . (105)

Assim,

J(q̄∗) = λmax0 − g(q̄∗) = λmax0 − λmax . (106)

A diferenc�a entre o valor de λmax0 e o valor inicial na iterac��ao Newton-Raphson d�a

um ��ndice de desempenho que pode servir com medida da qualidade dos dados. Na

verdade,

test ≡ 1− λmax/λmax0

∗ Para o Magsat c era determinada para que λmax0 = 1.
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�e simplesmente uma m�edia dos quadrados dos desvios entre os A∗V̂k e os Ŵk,

k = 1, . . . , N . Os dados ruins s�ao normalmente o resultado de uma reex�ao imprevista

em um sensor ou de uma estrela identi�cada incorretamente. A tentativa do QUEST

de rodar as vetores de refer
encia nos vetores observados n�ao pode resultar em um

valor pequeno da func��ao de custo. O QUEST computa a func��ao de custo muito

rapidamente (para dados de uma exatid�ao de 10 segundos de arco, uma s�o iterac��ao

Newton-Raphson �e su�ciente para exaurir a exatid�ao de dupla precis�ao de um

computador de grande porte IBM). Assim, foi poss��vel eliminar os dados de m�a

qualidade em func��ao do valor de �test�. Por causa da experi
encia do Seasat, existiu

uma ansiedade profunda de que o processamento dos dados do Magsat poderia

precisar de muito tempo. Por causa disso, um outro sistema de determinac��ao de

atitude (chamado de�nitivo intermedi�ario) foi desenvolvido para determinar a atitude

a partir dos sensores de precis�ao limitada (menos do que 0,5 grau) e com freq�u
encia

de c�alculo muito menor. Este sistema forneceria os resultados intermedi�arios aos

cientistas. Mas depois de algumas semanas de operac��oes de miss�ao, o sistema

de�nitivo preciso (do qual o algoritmo foi o QUEST) mostrou-se mais r �apido do

que o sistema de�nitivo intermedi�ario, que foi ent�ao abandonado.∗ Por causa do

algoritmo QUEST o processamento de dados do Magsat acabou quase um ano mais

cedo do que o previsto !

Outras complicac��oes

Suponhamos que q∗4 = 0 . Neste caso n�ao �e poss��vel construir o vetor de

Rodrigues. A atitude n�ao aprasenta di�culdade, mas no caso de um 
angulo de

rotac��ao de 180 graus, o vetor de Rodrigues �e in�nito. Que fazer?

Examinemos as equac��oes originais para o quat�ernion �otimo, que escrevemos na

forma mais direta mas menos elegante :

K11 q
∗
1 +K12 q

∗
2 +K13 q

∗
3 +K14 q

∗
4 = λmax q

∗
1 ,

K21 q
∗
1 +K22 q

∗
2 +K23 q

∗
3 +K24 q

∗
4 = λmax q

∗
2 ,

K31 q
∗
1 +K32 q

∗
2 +K33 q

∗
3 +K34 q

∗
4 = λmax q

∗
3 ,

K41 q
∗
1 +K42 q

∗
2 +K43 q

∗
3 +K44 q

∗
4 = λmax q

∗
4 .

(107)

O vetor de Rodrigues �e obtido pela divis�ao por q∗4 de cada uma das quatro equac��oes.

O quat�ernion tem a norma unidade. Por conseguinte,

q∗ 21 + q∗ 22 + q∗ 23 + q∗ 24 = 1 , (108)

e a magnitude de ao menos um componente de q̄∗ necessita ser maior do que ou

igual a 1/2. Em vez de dividir por q4, dividimos pelo componente maior (suponhamos

que seja q̄∗1), e ent�ao, de�nimos um vetor de Rodrigues modi�cado

Y′ ≡





q2/q1
q3/q1
q4/q1



 . (109)

∗ O desenvolvimento do sistema de�nitivo intermedi�ario era a preocupac��ao do

autor deste artigo. O desenvolvimento do algoritmo QUEST era realmente a respon-

sabilidade de um outro grupo. O autor desenvolveu o algoritmo um pouco como

�hobby�.
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O vetor de Rodrigues modi�cado �otimo e o autovalor satisfazem correspondente-

mente a




K22 K23 K34

K32 K33 K34

K42 K43 K44



 Y′ +





K21

K31

K41



 = λmaxY
′ , (110)

K11 +





K21

K31

K41



 ·Y′ = λmax , (111)

que s�ao equivalentes �as Equac��oes (59).

Esta �loso�a de calcular a atitude �e muito razo�avel mas inest�etica, e n�os n�ao

podemos utilizar os resultados elegantes e complicados que desenvolvemos ante-

riormente. Naturalmente, foi poss��vel que o 
angulo n�ao fosse verdadeiramente bem

pr�oximo a 180 graus. Para o Magsat, por exemplo, para o qual a atitude foi computada

cada 0,25 segundos, foi estimado que os erros num�ericos provindos deste efeito seriam

maiores do que 1 segundo de arco somente uma vez em 20.000 anos ! A miss �ao

mesma n�ao demorou mais do que oito meses. Mas, para fazer um algoritmo correto,

mesmo a 180 graus exatos, buscamos uma soluc��ao deste problema.

O rem�edio do algoritmo para poder tratar as rotac��oes de 180 graus se chama

o Met�odo das Rotac��oes Seq�uenciais. Examinemos uma matriz de rotac��ao arbitr�aria,

R(n̂, θ). Podemos de�nir tr
es matrizes de rotac��ao associadas,

R(n̂, θ)R(x̂, π) ≡ R(n̂′, θ′) ,

R(n̂, θ)R(ŷ, π) ≡ R(n̂′′, θ′′) ,

R(n̂, θ)R(ẑ, π) ≡ R(n̂′′′, θ′′′) ,

(112)

onde R(x̂, π) denota uma rotac��ao de π em torno do eixo-x. Estas tr
es equac��oes

de�nem os tr
es 
angulos θ′, θ′′, and θ′′′. �E poss��vel mostrar [ 42 ] que ao menos um

dos quatro 
angulos

θ , θ′ , θ′′ , θ′′′ ,

n�ao �e maior do que 2π/3.∗

Por que �e isso interessante?

Suponhamos que para uma colec��ao de V̂k e Ŵk, a matriz de atitude �otima∗∗

seja R(n̂, θ). Ent�ao, se substituirmos para os vetores de refer
encia V̂k uma colec��ao

equivalente V̂
′
k de�nida segundo

V̂
′
k = R(x̂, π)V̂k k = 1, . . . , N , (113)

segue que a matriz de atitude �otima, que transforma os novos vetores de refer 
encia

nos vetores observados, �e simplesmente R(n̂, θ′). Temos o resultado correspondente

para os outros dois eixos. Se θ for pertinho de π, ent�ao, ao menos um dos outros

tr
es 
angulos ser�a longe de π.

∗ Em [ 38 ] o autor declarou incoretamente que foi poss��vel mostrar que ao menos

um dos quatro 
angulos n�ao era maior do que π/2.
∗∗ �E mais f�acil discutir o t�opico presente em func��ao da matriz de rotac��ao em vez

do quat�ernion. As duas representac��oes s�ao, naturalmente, equivalentes.
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Esta operac��ao n�ao �e complicada. Notamos a propriedade importante em que a

atitude �otima do QUEST depende somente da matriz B. A partir da Equac��ao (27),

por�em, vemos que a matriz B que corresponde aos vetores transformados da Equa-

c��ao (113) �e simplesmente

B′ = BR(x̂, π) =





B11 −B12 −B13

B21 −B22 −B23

B31 −B32 −B33



 . (114)

Assim, a rotac��ao intermedi�aria de 180 graus em torno do eixo-x de todos os vetores

de refer
encia �e executada pela mudanc�a de seis sinais. Os resultados s�ao similares

para as outras duas rotac��oes intermedi�arias [ 38 ] .

Isso �e somente a metade da hist�oria. Suponhamos que o quat�ernion �otimo

calculado a partir de B′ seja denotado por q̄′ (para uma nomenclatura mais clara

suprimimos o asterisco neste momento).

q̄′ ≡







q′1
q′2
q′3
q′4





 . (115)

O quat�ernion �otimo q̄ que corresponde a B, a matriz de per�l de atitude original,

pode ser computado a partir do q̄′ segundo

q̄∗ = q̄′∗ ⊗ q̄(x̂, π) =







q′4
−q′3
−q′2
q′1





 , (116)

e similarmente para os outros dois eixos [ 38 ] .

Assim, a mudanc�a de alguns sinais e a transposic��ao de alguns componentes

do quat�ernion permite tratar os 
angulos de rotac��ao de 180 graus. Naturalmente,

necessitamos saber se o 
angulo de rotac��ao �e pr�oximo do 180 graus antes de computar

o vetor de Rodrigues, Y∗. Sen�ao, o programa pode tentar dividir por zero. Parece

por�em, que a quantidade γ dada pela Equac��ao (84) �e um bom crit�erio para isso. �E

poss��vel mostrar que

γ = c λmax0 |1 + cos θ| , (117)

onde o valor de c �e perto de um. Assim, da veri�cac��ao de γ, sabemos se o m�etodo

de rotac��oes seq�uenciais ser�a necess�aria.

Todas estas caracter��sticas foram utilizadas no sistema de determinac��ao de atitude

para a miss�ao Magsat, no qual o comportamento do algoritmo QUEST foi �otimo

[ 43 ] .

QUEST e TRIAD

�E poss��vel mostrar que a atitude de TRIAD �e dado por um valor de limite

do algoritmo QUEST [ 38 ]. Notamos que o algoritmo TRIAD d�a uma atitude que
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transforma V̂1 em Ŵ1 exatamente e que transforma o componente de V̂2 perpen-

dicular a V̂1 no componente de Ŵ2 perpendicular a Ŵ1. Assim, se considerarmos

a func��ao de custo de Wahba para dois vetores observados

J(A) =
1

2

2
∑

k=1

ak |Ŵk −A V̂k|2 , (118)

ser�a claro que

AQUEST → ATRIAD quando a2/a1 → 0 . (119)

Propriedades estat��sticas do QUEST (1989)

O algoritmo QUEST tem muitas propriedades estat��sticas interessantes. Exa-

minemos o modelo para as medidas que foi utilizado para calcular a matriz de

covari
ancia do QUEST. Suponhamos que n�ao nos fosse dado a func��ao de custo de

Wahba mas soubessemos aquele modelo de medidas, e suponhamos que quisessemos

determinar a atitude �otima a partir daquele modelo de medidas segundo a teoria

de m�axima verosimilhanc�a [ 44 ] . O resultado seria exatamente o algoritmo QUEST

[ 45 ] .

Este fato conduz a um outro resultado. Recordamos que a atitude �otima pode

ser computada completamente a partir da matriz do per�l de atitude, B, sem outras

informac��oes. �E poss��vel mostrar que a matriz de covari
ancia de atitude pode ser

computada tamb�em completamente a partir de B como

Pθθ =
[

tr(A∗BT ) I −A∗BT
]−1

, (120)

onde A∗ �e a matriz de atitude �otima, que computamos a partir do q̄∗, que depende

somente de B. Da mesma maneira, dado Pθθ e A∗, podemos computar B segundo

B =

[

1

2
(trP−1θθ ) I − P−1θθ

]

A∗ . (121)

Se utilizarmos este B no QUEST, obteremos A∗ como a matriz de atitude �otima, e

se substituirmos este B e a matriz de atitude, A∗, correspondente na Equac��ao (120),

recuperaremos a matriz de covari
ancia original (mais ou menos : a express�ao para a

matriz de covari
ancia n�ao �e exata mas depende da neglig
encia de termos superiores

a segunda ordem). Assim, a matriz de per�l de atitude pode ser considerada como

uma representac��ao da atitude e da covari
ancia de atitude.

O resultado mais importante, por�em, �e que o QUEST pode ser considerado

como um estimador de m�axima verosimilhanc�a. Assim, muitos resultados gerais da

teoria de estimac��ao por m�axima verosimilhanc�a podem ser aplicados ao algoritmo

QUEST. A Equac��ao (120) �e um daqueles resultados.

QUEST �ltro ! (1989)

O �ltro de Kalman pode ser tratado como um estimador linear de m��nima

vari
ancia ou como um estimador de m�axima verosimilhanc�a com um modelo de
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ru��do gaussiano. Como o QUEST tem sido mostrado ser um estimador de m �axima

verosimilhanc�a, a quest�ao �obvia �e se o QUEST pode ser formulado como �ltro de

Kalman.

A resposta �e a�rmativa [ 46 ] . Consideremos um sistema no qual a cinem�atica

�e conhecida exatamente (a atitude n�ao �e conhecida exatamente). Assim, para cada

intervalo, conhecemos a matriz de transic��ao, Φk−1, que liga a atitude de uma �epoca

�a atitude de uma outra.

Ak ≡ A(tk) = Φk−1Ak−1 . (122)

Suponhamos que em cada instante tk haja uma medida vetorial Ŵk. O algoritmo

QUEST pode ser adaptado na forma de um �ltro de Kalman na maneira seguinte :

A equac��ao de propagac��ao �e simplesmente

Bk|k−1 = Φk−1Bk−1|k−1 , (123)

e a equac��ao da atualizac��ao �e

Bk|k = Bk|k−1 +
1

σ2k
ŴkV̂

T

k . (124)

Se n�ao tivermos um conhecimento a priori do sistema na �epoca t0, a matriz de per�l

de atitude ser�a inicializada como

Bo|o = 0 . (125)

Sen�ao, se uma estimativa a priori da atitude for dispon��vel, B ser�a inicializada

segundo a Equac��ao (121). QUEST �ltro n�ao �e uma adaptac��ao perfeita ao �ltro de

Kalman para qualquer sistema porque n�ao existe um m�etodo para incluir o ru��do de

processamento no QUEST. Um jeito para compensar esta falta �e mudar o QUEST

�ltro em um �ltro com mem�oria d�ebil. Este �ltro foi mostrado desenpenhar-se bem

em comparac��ao com um verdadeiro �ltro de Kalman [ 46 ] . As mesmas t�ecnicas

foram aplicadas ao desenvolvimento de um �ltro/suavizador baseado no QUEST, do

tipo Rauch-Tung-Striebel [ 47 ] .

O m�etodo de Varotto, Orlando e Lopes (1985�1987)

Uma aplicac��ao muito interessante originou-se no INPE. Temos mostrado que a

matriz de per�l de atitude pode ser tratada como representac��ao de atitude. Este fato

pode parecer um pouco estranho porque a matriz de per�l de atitude �e construida a

partir das medidas. Igualmente, Varotto, Orlando, e Lopes [ 48 ] t 
em mostrado que

o quat�ernion do algoritmo QUEST pode ser tratado como medida.

Para ver como isso acontece, notamos que o quat�ernion estimado pelo QUEST

pode ser escrito como

q̄QUEST
k = η̄k ⊗ q̄k , (126)

onde η̄k �e o quat�ernion de ru��do, q̄k �e o quat�ernion verdadeiro, que queremos

estimar, e �⊗�denota a operac��ao de composic��ao do quat�ernion. O quat�ernion de

ru��do deve ter a forma

η̄k =

[

ηk
√

1− |ηk|2

]

, (127)
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onde ηk �e um vetor de tr
es dimens�oes que normalmente �e gaussiano e de m�edia

zero.

Geralmente, quando atualizamos o quat�ernion em um �ltro do Kalman [ 7 ] ,

escrevemos

q̄k = δq̄k ⊗ q̄k|k−1 , (128)

onde q̄k|k−1 �e o quat�ernion propagado e δq̄k �e um quat�ernion in�nitesimal que

estimamos para fazer a atualizac��ao. A substituc��ao da Equac��ao (128) na Equac��ao (127)

conduz a

q̄QUEST
k = η̄k ⊗ δq̄k ⊗ q̄k|k−1 . (129)

Escrevemos a Equac��ao (126) como

q̄QUEST
k ⊗ q̄−1k|k−1 = η̄k ⊗ δq̄k , (130)

onde notamos que o inverso do quat�ernion �e simplesmente

q̄−1 =

[

−q
q4

]

. (131)

Como η̄k e δq̄k s�ao separadamente quat�ernions in�nitesimais, o lado direto desta

equac��ao �e com boa aproximac��ao, simplesmente

[

δqk + ηk

1

]

. (132)

O lado esquerdo, seguindo as regras de composic��ao como nas Equac��oes (47) e (48),

pode ser escrito
[

ΞT (q̄k|k−1) q̄
QUEST
k

1

]

. (133)

onde Ξ (q̄) �e dado por

Ξ (q̄) ≡







q4 −q3 q2
q3 q4 −q1
−q2 q1 q4
−q1 −q2 −q3





 . (134)

Assim, se de�nirmos a medida efetiva como

zQUEST
k ≡ ΞT (q̄k|k−1) q̄

QUEST
k , (135)

teremos como resultado que

zQUEST
k = δqk + ηk . (136)

Daqui, a implementac��ao no �ltro de Kalman �e direto.

Varotto, Orlando, e Lopes implementaram este m�etodo com grande efeito para

desenvolver um �ltro de Kalman muito e�ciente para um sat�elite estabilisado por

gradiente gravitacional e com o emprego de um modelo din
amico pela propagac��ao

da atitude [ 48 ] . Um relat�orio muito detalhado deste trabalho pode ser achado
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na tese de mestrado de Varotto [ 49 ] . Mais tarde Fisher et alii aplicaram esta

t�ecnica para um sat�elite provido de um rastreador de estrelas CCD com resultados

igualmente favor�aveis [ 50 ] .

Desenvolvimentos de Markley (1987�1990)

Recentemente Markley reexaminou as soluc��oes ao problema de Wahba em

func��ao da matriz de atitude [ 51 ] . A sua inovac��ao foi a aplicac��ao do Teorema de

Decomposic��ao em Valores Singulares. Examinemos a matriz de per�l de atitude.

Segundo o Teorema de Decomposic��ao em Valores Singulares [ 52 ] , esta matriz pode

ser escrita como

B = U S VT , (137)

onde U e V s�ao matrizes ortogonais e S �e diagonal. Na maioria dos casos, S ser�a

de�nida positiva e U e V ser�ao ortogonais e com determinante positivo (sen�ao, um

pouco mais de trabalho �e necess�ario como no trabalho de Farrell e Stuelpnagel

[ 10 ] ).

Markley mostrou que a matriz de atitude �e dada tipicamente para

A∗ = U VT (138)

(no caso em que U VT n�ao tem determinante positivo, o resultado �e um pouco mais

complicado mas similar). Esta soluc��ao �e na verdade muito similar �a de Farrell e

Stuelpnagel, como pode ser visto se escrevemos a Equac��ao (137) na forma

B = (U S U) (U VT ) . (139)

Tipicamente, na estimac��ao de atitude o primeiro fator �e positivo de�nido e o

segundo fator �e ortogonal e com determinante positivo. Este resultado �e interessante

porque existem agora m�etodos muito r�apidos para avaliar a decomposic��ao em valores

singulares [ 52 ] . O m�etodo �e mais lento do que o QUEST, por�em.

Markley estendeu este trabalho tamb�em na estimac��ao das outras quantidades

[ 53�54 ] . No seu trabalho estimam-se simultaneamente a atitude �otima e outros

par
ametros que minimizam a func��ao de custo

J(A, x) =
1

2

n
∑

k=1

ak |Ŵk −A V̂k|2 +
1

2
(x− x0)

TWT
x (x− x0) . (140)

O m�etodo foi examinado para o caso da estimac��ao da atitude e das derivas do

gir
ometros (o vetor x). Infelizmente o m�etodo n�ao pode tratar uma correlac��ao

inicial entre a atitude e os outros par
ametros. Assim, como o QUEST �ltro, o

seu emprego �e limitado. Por�em, como o QUEST �ltro, que esta sendo aplicado

atualmente aos dados reais da miss�ao COBE [ 55 ] , o estimador de Markley pode

achar uma aplicac��ao s�eria tamb�em.

Outras aplicac��oes

Recentemente, o modelo de medida do QUEST foi empregado no desenvolvi-

mento de um estimador muito e�ciente para os alinhamentos dos sensores [ 56 ] .

Este estimador dos alinhamentos foi aplicado �a miss�ao Solar Maximum (SMM) [ 57 ] .
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Observac��oes �nais

Trac�amos as origens do algoritmo QUEST a partir do problema proposto por

Wahba, as soluc��oes mais antigas de Farrell e Stuelpnagel e de Wessner,∗ o trabalho

inovador e penetrante de Davenport, o aperfeic�oamento e os toques �nais deste

autor, o trabalho do grupo do INPE e o trabalho �semi-cl�assico� do Markley.

As id�eias do algoritmo QUEST n�ao foram aceitas imediatamente sem um

pouco de resist
encia, por raz�ao de uma descon�anc�a sadia da inovac��ao. Depois

da sua aplicac��ao com sucesso evidente na miss�ao Magsat, tornou-se instrumento

�util muito popular. Na verdade o programa do QUEST n�ao mudou depois da

primeira programac��ao para o Magsat, �nalizada em janeiro de 1979. O programa

ainda n�ao fez a transic��ao do FORTRAN IV ao FORTRAN 77. Por um lado, uma

parte deste conservadorismo tem sua origem no conselho de n �ao consertar o que

funciona bem. Mas, por outro lado, esta hesitac��ao origina-se tamb�em na di�culdade

de compreender toda a an�alise sobre a qual o QUEST se baseou (ver os ju��zos no

comec�o deste artigo). Por esta raz�ao os novos sistemas de determinac��ao da NASA

escritos em dupla precis�ao que empregam o QUEST mudam todos os insumos na

precis�ao simples porque o sistema do Magsat (em 1979 !) foi em precis�ao simples.

Ainda mais interessante �e que o QUEST faz todos os c�alculos interiores em dupla

precis�ao. Esta situac��ao infeliz mudar�a em breve e novos programas para o QUEST

e para o QUEST �ltro est�ao sendo escritos atualmente.

O problema de Wahba e o QUEST, a sua soluc��ao mais popular, parecem ter

muita vida em si mesmos. No futuro, veremos certamente resultados ainda mais

interessantes.
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Abstract

In 1965 Grace Wahba proposed the problem of determining the attitude

which minimizes the cost function

L(A) =
1

2

n
∑

k=1

ak |Wk −AVk|2 .

During the succeeding twenty-�ve years a large number of solutions have been

developed for this estimation problem, many of which have been applied to

attitude estimation for some spacecraft. Currently, the most e�cient, popular

and poorly understood of these algorithms is QUEST, published in 1981. The

report will trace the development of attitude determination methods from

the earliest beginnings, the particular conditions in the late 1970's which lead

to QUEST, the development of QUEST, and developments since then, both

extensions of QUEST and hybrid algorithms, such as the method of Varotto,

Orlando, and Lopes.
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